Nom:............... Prénom:............... Classe .......

[ CORRECTION DE L'INTERROGATION N°2

On prendra soin de coller le sujet sur la copie. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction et de Uapplication.

Exercice 1. (4 points)
On consideére la suite (1) définie par ug =0et uy4+1 =2upy + n?+1

1. Démontrer, par récurrence, que uy = n®

Solution
Notons Z(n):u, =2

— Initialisation: Montrons que & est vraie au rang 0

De fait uy =0 = 0% = 0.
— Heérédité : Montrons que si u, = n? alors Upi1 = (n+ 1)2
2 comme Upt1 =2Up + n’+1lona Up+1 = 3n°+1

Deplus3n’+1=(n+1)? < 2n’*-2n=0<2n(n-1)=0

Siu,=n

De sorte que pour tout entier naturel n = 1 on ait2n(n—1) =0 puis pour n=1etpour n=0ona2n(n—1) =
0, ainsi on a pour tout entier naturel n établit que 3n% + 1 = (n+1)? et donc que 41 = (n+1)2.

— Conclusion: &7 est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire donc pour tout entier naturel non a:
Up = n’

2. Déterminer liIP n? puis en déduire la limite de la suite (uy).
n—+oo

Solution

Puisque lim n? = +oo et puisque u; = n?
n—+oo

on a par comparaison :

lim u,; =+oo
n—+oo

Exercice 2. (6 points)

On considere la suite (vj;) définie par :

v2+2
vp=2 et vp41=
2vp
1. (a) Soit f1lafonction définie sur [v/2;+ool par :
£ x2+2
X) =
2x

Déterminer le tableau de variation de f sur [\/E; +ool.

On a pour tout nombre réel xx > V2 :
, 2x(2x) —2(x*>+2) 4x?-2x*—-4 x*>-2
f (x) = = =

(2x)? 4x2 2x2

De plus si x = v/2 alors 2x > 0 et x> — 2 = 0 donc le quotient est positif i.e on a f'(x) = 0 sur [V2; +o0o| et donc la
fonction f est strictement croissante sur [\/5; +o0ol.

(b) Démontrer ,par récurrence, que pour tout entier naturel non a: V2<uvpi1<up

Solution
N otons Z(n): V2 < vp41 < Un

— Initialisation : Montrons que & est vraie au rang 0
2

242
De fait vy = f(vg) = =1,5 et vy =2, donc on a bien V2 < 1 < v




— Hérédité : Montrons que si V2 < v,41 < vy, alors V2 < v < Upy1
Comme V2 < Un+1 < Uy et comme f est strictement croissante sur [\/E; +oo[ona:

£(V2) = fow = fwn

et donc:

2+2
—— = Up+l S VUpt2 <= V2 < Un+2 < Un+1
2v2
— Conclusion : & est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire donc pour tout entier naturel 7 la
suite (vy) est décroissante et minorée par V2.

(c) En déduire que la suite (v,) converge vers un nombre réel .

Solution
C omme (v,,) est décroissante et minorée (ici par v/2) alors elle converge vers un réel qui est ici supérieur
ou égal a V2.
2
2
(a) Résoudre, dans R, 'équation x = L
Onpour x#0:
2
X +2
x= =2 =12’ =2=x=+V2

2x

(b) Déterminer la limite ¢ de la suite (vy,).

Solution

2 2
. . . vi+2  0°+2
O n sait que (v,) converge, disons que v, converge vers ¢.Dans ce cas, lim 1 = et

n—+oco 2y, 20
lirP vn+1 =€ d’oli on tire le fait que ¢ est solution de I'équation
n—+oo

242

14
20

Ainsi £ = +v/2 mais puisque (v;) est minorée par V2 alors (vy) converge vers V2.




Nom:............... Prénom:............... Classe .......

[ INTERROGATION N°2

On prendra soin de coller le sujet sur la copie. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction et de Uapplication.

Exercice 1. (4 points)

2n+(-D"
On considere la suite (1) définie par uy, = #

1. Déterminer la limite des suites suivantes :

2n—1 2n+1
Up= et wp =
n n
Solution
n2-1/n) . . .
v, =—=2—-—donc lim v, =2, de méme on montre que lim w,=2
n n n—+ n—+oo
2. En déduire la limite de la suite (uy,).
Solution

D u fait que —1 < (-1)" < 1 on tire que v, < u, < wy et du théoreéme des gendarmes on déduit que

lim u,=2
n—+oo

Exercice 2. (6 points)

On considere la suite (v;) définie pour tout entier naturel n par :

2vp +3
V=0 et vu+1=
vp+4
1. (a) Soit flafonction définie sur R\{—4} par:
F) = 2x+3
T ox+4
Déterminer le tableau de variation de f sur R\{—4}.
Pour f #—-4ona:
2(x+4)-(2x+3) 5
f'o= 2 = 2
(x+4) (x+4)
X —00 4 +00
' + +

|
Iy

(b) Démontrer ,par récurrence, que pour tout entier naturel 7 ona:0< v, < vy41 < 1.

Solution
Notons Z(n):0<v,<vpy1 <1

— Initialisation : Montrons que & est vraie au rang 0
2x0+3
De fait vy = f(vg) = o014 =0,75etvyg=0,donconabien0<yy<v; <1
— Hérédité : Montrons que si0 < v, < vpyp <lalors0<v, <vp41 <1 Comme0<v,<v,=<1let

comme f est strictement croissante sur [0;1] ona:

fO) < fvp) < f(rpe) < fQ)

etdonc:




SUn+1SUpt2=1

1w

ce qui est mieux que ce nous souhaitions démontrer donc & est héréditaire.

— Conclusion : & est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire donc pour tout entier naturel 7 la
suite (v;,,) est croissante et bornée entre 0 et 1

(c) Endéduire que la suite (v;) converge vers un nombre réel £.

Solution
C omme (v,) est croissante et majorée par 1 alors elle converge vers un réel qui est inférieur ou
éventuellement égal a 1.

(a) Résoudre, dans R, 'équation x = 2x+3
x+4
Solution
O n a, bien entendu pour x # —4:
2x+3 5
X = ") — x(x+4)=2x+3 <= x"+2x-3=0
X

A =4+12 =16 de sorte que I'équation admet deux solutions que voici :

-b-vVA -2-4 -b+VA
= = =-3 et Xp = — =1
2a 2 2a

X1

(b) Déterminer la limite ¢ de la suite (vy,).

Solution

. . . 2v,+3  20+3
O n sait que (v,) converge, disons que v, converge vers £. Dans ce cas, lim —— = e
n—+oo v, +4  L+4

lirP vp+1 =€ d’ot on tire le fait que ¢ est solution de 'équation
n—+o0

20+3
0=
+4

Ainsi £ = -3 ou 1 mais puisque (v,) est minorée par 0 alors (v,) converge vers 1.




