¢» CORRECTION DU DEVOIR MAISON 2 &
SUITES

Remarque : L'éleve pourra traiter, au choix, le premier exercice ou les deux derniers.
Exercice 1.
Soit la suite numérique (1) définie sur N par :

2 1
up =2 etpour tout entier naturel n, u,+ = § Uy + § n+1.

1. (a) Calculer u1,us, u3 et uy. On pourra en donner des valeurs approchées a 1072 pres.
(b) Formuler une conjecture sur le sens de variation de cette suite.

2. (a) Démontrer que pour tout entier naturel 7,

U, <n-+3.

(b) Démontrer que pour tout entier naturel 7,

1
un+1_un=§(n+3_un)-

(c) En déduire une validation de la conjecture précédente.

3. On désigne par (v,) la suite définie sur N par v, = u, — n.
2
(a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3

(b) En déduire que pour tout entier naturel ,

2 n
Up,=2 (5) +n
(c) Déterminer la limite de la suite (u).

4. Pour tout entier naturel non nul rn, on pose:

Sn

n
Sn=) ug=upg+u+...+u, et Tnzﬁ.

k=0
(a) Exprimer S, en fonction de n.

(b) Déterminer la limite de la suite (T},).

Solution
1. (@) On calcule les premiers termes, par exemple en utilisant le mode récurrence de la calculatrice, et on obtient :
1 8
u1=2+§:2,33 u2=2+§=2,89
16 32
uz3=3+—=3,59 Uy =4+—=4,40
27 81

(b) On peut donc émettre la conjecture que la suite est croissante. On pourra en tout cas affirmer qu’elle n’est pas
décroissante.

2. (a) Nous allons procéder par récurrence :
Identification de la propriété : Pour tout entier naturel n, posons la propriété &2, suivante : u, < n+3.
Initialisation : Puisque I'on a up =2 et 0 + 3 = 3, on vérifie bien :
up < 0+ 3: la propriété 2 est bien vraie.
Hérédité : Pour k entier naturel quelconque, on suppose la propriété & vraie.
Onaug, = %uk+ %k+1.

Par hypothese de récurrence : uy < k+3

- g 2 2
En multipliant par un nombre positif : 3 Ug < 3 (k+3)

L2 2
Soit —up < -k+2
3 3
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Puis, en ajoutant un méme nombre dans chaque membre :
2 1 2 1
—Up+-k+1<s-k+2+-k+1
3 3 3 3
Cequidonne: up,1 <k+3<k+4
Onadonc uy < (k+1)+3, c’est a dire que la propriété ;.. est vraie.
Nous avons donc démontré le caractére héréditaire de la véracité des propriétés 2,,.
Conclusion : Puisque la propriété &, est vraie et que nous avons prouvé 'hérédité, on peut en déduire, par le
principe de récurrence que pour tout entier naturel n, on a &2, vraie, c’est a dire que pour tout entier naturel 7,
on abien u, <n+3.
2 1 1 1 3
(b) ups1—up= gun+§n+1—un = —gun+§n+ 3
. 1 1 N . s
On a donc bien u,41 — u, = 3 X(—Up+n+3)= g(n +3 - uy). Comme on I'a montré a la question précédente,
pour tout n naturel, on a u, < n+ 3 ce qui équivaut a dire que la différence n + 3 — u,, est positive, et elle le reste
1
en étant multipliée par 3’ donc la différence entre deux termes consécutifs étant positive, on confirme bien que
notre conjecture était correcte : la suite (u,) ,en est bien croissante, des le rang 0.
3. (a) Exprimons, pour un entier n naturel quelconque, v+ en fonction de vy, :
(n+1) 2 + ! +1 1 2 2 2 ( )
Uptl =Up+1 — (1 =—up+-n+l-n-l=-u,——n=-(u,—n
n+1 n+l 3 n 3 3 n 3 3 n
2
Donc v+ = § Un.
La relation de récurrence obtenue confirme que la suite (v,),en est bien géométrique de raison g = 3 et de
premier terme v = uy —0=2.
n

(b) On peut donc en déduire une expression explicite du terme général de la suite v: v, = vg x g =2 (5) .
Enfin, puisque 'on a, pour tout n, v, = u, — n, on en déduit :
un = vn + n, et donc on aboutit bien a I’expression demandée :

2 n

Up=2 (§ +n.

(c) Puisque la raison g est strictement comprise entre —1 et 1, on en déduit que la limite de la suite v est 0, et donc
par limite d'une somme de suites, la limite de la suite u est donc +oo, et la suite u est donc divergente.

4. (a) S; estlasomme de n+ 1 termes de la suite u,. Mais, comme par ailleurs, on peut considérer que chaque terme
u, estla somme de v, et de n, donc en réordonnant les termes, S, est la somme de deux « sous-sommes » : celle
des n+ 1 premiers termes de la suite v et celle des n + 1 premier entiers naturels.

La premiére sous-somme est une somme des 7 + 1 premiers termes d'une suite géométrique, et vaut donc :
2 n+1
1_qn+1 1_(5) 2\ 7+1
Vo % =2 =6x(1—(—) )
1-¢q (2) 3
1-|=
3
La seconde sous-somme est la somme des n+1 premiers entiers naturels, c’est a dire la somme des n+1 premiers
termes d’une suite arithmétique de premier terme 0 et de raison 1, donc elle vaut :
n nn+1) .
x(n+1)= — (résultat classique).
) M pn+1)
Finalement,onaS, =6x(1— 3 + —
2\ nn+1)
6x[1-(= +—
P 3 2
(b) Onendéduit: T, = 5
n
2 n+1
6 (1_(5) ) n(n+1)
2
Tp= +
" n? n?
2 n+l 2 n+l
6x|1—-|= 5 6x|1-|=
T, = 3 N n+n 3 N 1 +
" n? 2n2 n? 2 2n
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) ) ) 2 n+1
Puisque, une fois encore, g est entre —1 et 1, ona: hr+n (5) =0.
n—+o0o

2 n+l
Donc par limite d'une somme de suites, puis d'un produit de suites: lim 6 x (1 - (5) ) =6.

n—+

(-3

Par ailleurs, lir+n n? = +o0, donc par limite d'un quotient de suites, lim —————= =0.
n—+00 n—

+00 n2

1 1 1
De plus lirP > =—et lim on =0, et donc finalement, par limite d'une somme de suites, on arrive a conclure
n—+o00

2 n—+oo2n

que la suite T converge vers 5
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Exercice 2.
On consideére la suite (1) définie par :

2un+3
up=0 et Up+] = !
1. Onpose, pour tout entier 7 :
_up—1
vn = up+3
Montrer que la suite (v;) est géométrique.
Solution

O n a pour tout entier naturel n :

Up+1—1
Unt1= —
Up+1+3
. 2u, +3
de plus on sait que u,+; = ——, de sorte que :
u,+4
2uy +3
1 2Up+3—uy—4
v ul’l+4 up+4 un_l 1 X v
n+l = = = =z n
2u, +3 2up+3+3u,+12 5u, +15 5
_— Un+4

Uy, +4

1
On vient de démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison ="

2. Exprimer vy, puis uy, en fonction de n.

01 ) Solution
Vo = 053" 3 par conséquent puisque la suite (v,) est géométrique on a:
(5]
Vp=——X|—
"7 3715
De plus:
u,—1 -3v,-1
vy = = v,(up+3)=u,-1<=vyu,—uy,=-3v,-1<=u,(vy,-1)=-3Vr, -1l u,=———
Up+3 vp,—1
etdonc:
= 0,2" -1
n— 17
-3x0,2"-1
3. Déterminer la limite de (vy,), puis celle de (1) en fonction de 7.
Solution
Puisque -1<0,2< lilsuitque lim (-] =0= lim v,=0
n—+oo\ 5 n—+oo

De plus puisque u,, = ———— et puisque lim v, =0 on obtient :
vp—1 n—+oo

lim u,=1
n—+oo

Exercice 3. Onpose u; =0,2; up =0,23; uz =0,235; ... ; uy = 0,2357111317; ...

(uy, s'écrit 0 virgule, suivi de la juxtaposition des n premiers nombres premiers.)

1. Quelestle sens de variation de la suite (1) ?
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Solution
La suite (u,,) est trivialement croissante.

2. Démontrer que la suite (1) est convergente.

Note : La limite de cette suite est appelée « nombre d’Erdos »

Solution
L a suite (uy,) est trivialement majorée par 1, de sorte qu’elle est strictement croissante et majorée par 1 donc d’apres
le théoreme de convergence monotone, elle converge vers un nombre réel inférieur ou égal a 1.
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