e» COURS &
CALCUL VECTORIEL ET BARYCENTRES

I) Rappels sur les vecteurs

I.1. Vocabulaire
Un vecteur est un objet géométrique représentant un trajet en ligne droite. Autrement dit, il est carac-
térisé par :
~+ Une direction (celle de la ligne droite)
~ Un sens (celui ou I'on parcourt la droite, ce qui revient a ne s'intéresser qu’a une demi-droite)

~+ Une longueur (celle du trajet, ce qui revient a ne s’intéresser qu’a un segment orienté)

-@’-Exemple: 1. Quels vecteurs sur la figure sont les
A meémes ? Pourquoi?
C —
61 2. Tracer un vecteur opposé a AC. Propo-
5 ser deux notations.

3. Tracer un trajet correspondant a cumu-
B ler celui de AB et de AC.
Proposer une notation
4. Tracer un trajet correspondant a cumu-

1 ler celui de AB et de BC.
Que constatez-vous?

\i

5. Placer M tel que

— —_ 1 —_
OM =2AB - EAC
Remarques:

~+ On les représente par des fleches et on les note en mettant une fleche de gauche a droite au dessus
de leur nom.
AB est donc le trajet allant de A vers B en ligne droite.

BA est donc le trajet allant de B vers A en ligne droite.

~ Le trajet consistant a rester sur place est symbolisé par un vecteur nul et est noté 0.

~» L'opposé d'un vecteur est le vecteur décrivant le méme trajet mais dans le sens oppposé. Ainsi BA =
—AB

~ Les vecteurs n'ont pas de position fixe dans le plan ou I’espace (peu importe leur point de départ,
on ne s'intéresse qu’au trajet qu’ils représentent).

~+ On peut les ajouter, les soustraire, les multiplier par un réel : concretement, cela revient a cumuler
les trajets ou les retrancher ou encore les allonger.

[ % Théoréeme 1. (Relation de Chasles) }

Soient A, B et C trois points du plan ou de 'espace. On a
AB+BC =AC
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[.2. Coordonnées

[ % Théoreme 2. J

Soit un repere (O; f, f, %) de I’espace.

X
~~ Si deux vecteurs # et U ont pour coordonnées i | y ) T et AeR, alors:
z z'
x+x Ax
u+v y+ y’ et Al )\y
z+z7 Az

XB — XA
~+ Soient deux points A(xa; ya; 2a) et B(xp;yp;zp) alors : AB VB — VA
ZB — ZA

— Le milieu I du segment [AB] a pour coordonnées :

I(XA+XB_J/A+J/B_ZA+ZB)
2 2 7 2

— Side plus C a pour coordonnées C(xc, yc, zc) alors le centre de gravité G du triangle
ABC a pour coordonnées :

(XA+xB+xc,J’A+J/B+J’C,ZA+ZB+ZC)

3 ’ 3 ’ 3

Dans les deux cas, on fait la moyenne des coordonnées des points concernés.

627 Exercice 1 : On se place dans un repére de I’espace et on considere les points M(2; —4;1), N(0; 3;5) et
P(-1;2;0).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs MN et NP.

2. Calculer les coordonnées des vecteurs 2MN + BIﬁ5 et —BW +4PN

627 Exercice 2 : On se place dans un repere de I’espace et on considere les points A(-1;2;4), B(-3;3;-1),
C(—=4;0;-9) et D(0; -2; 1).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs AB et CD.

2. Que peut-on en déduire sur les droites (AB) et (CD) ?
3. Que peut-on en conclure sur les longueurs AB et CD ?
4

. Donner un parallélogramme formé par ces quatre points (attention a I’ordre des points!!)

627 Exercice 3 : On se place dans un repere de I'espace et on considere les points A(—1;1;3), B(2;1;0) et
C4;-1;5).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs @ et Xé
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2. Les droites (AB) et (AC) sont-elles paralleles ?

3. Les points A, B et C sont-ils alignés ?

gf Exercice 4 : On se place dans un repere de I'’espace et on considere les points M(2;0;3), N(—1;3;4),
P(4;1;2) et Q(—2;-1;0).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs MN et P_(j
2. Que peut-on en déduire sur les droites (MN) et (PQ) ?

62/7 Exercice 5 : On se place dans un repere de I'espace et on considére les points A(2; -5;1), B(-1;2;4),
C(3;4;-1) et D(-2;3;2).
Soient I et ] les milieux respectifs des segments [BD] et [AC], et G le centre de gravité du triangle ABC.

—_— 3 e
On définit K comme le point tel que DK = ZDG

1. Calculer les coordonnées des points 1, J, G et K.

2. Justifier que K appartient au segment [I]].

I.3. Décomposition d’'un vecteur dans une base

fg Travail de I'éleve 1 : ABCDEFGH est un parallélépipéde rectangle de centre O, tel que AB =3, AD =6
et AE =4.
On appelle I le centre du rectangle ABCD et ] le milieu de 'aréte [EH].

1. Faire un schéma de la situation
2. a. Placerle pointK tel que:
DK = AB + AE + HJ

b. Démontrer que

_ > — —

AB+CF=AF+CB

3. a. Déterminer les réels x et y tels que
BD = xBA + yBC

On dit que I'on a décomposé le vecteur BD en fonction des vecteurs BA et BC
b. En utilisant la question 2, décomposer le vecteur
~ DK en fonction de E, AR et HE
~ CF en fonction de jﬁ%, AF et CB
c. Décomposer les vecteurs CA et Bl en fonction des vecteurs BA et BC
d. Peut-on décomposer le vecteur BF en fonction des vecteurs BA et BC?

4. a. Placerles points M, N et P tels que

e —

AM:AB+§AE ; AN:EAB+§AD+AE ; BP:—EAB+AD+AE
b. Décomposer les vecteurs A_G), @ et (_}i en fonction des vecteurs E, E et ﬁ
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H G
. Les points 1, ] sont les milieux des segments [EF]
b | c et [FG.
- : - K Les points O et O’ sont les centre respectifs des faces
. o . |J BCGF et ADHE.
| AT . )
! - # Exercice6 :
o . : I , . 1. Exprimer les vecteurs IJ et AC en fonction des
/‘)—E ——————— o JF vecteurs AB, AD et AE.
;T - 2. IE} déduire les coordorﬁéesﬂ)es vecteurs ﬁ et
AL < AC dans le repére (A S AB; AD; AE).
Dans les exercices suivants, on considere le parallé- 3. Que peut-on en déduire sur les droites (I]) et
lépipede rectangle ABCDEFGH ci-dessus. (AC)?

6;7 Exercice 7 : Identifier les points R, S, T, U et V définis par :

—_— —_— —> —_— —_ — 1—> —_ —
AR=AD+AE ; S = AB+2HA ; AT =AG-DH ; BU:—AB+§AD+§AE ; CV:—EAB—AD+AE

# Exercice8:
1. Identifier les points M, N et P définis par :

AM:EF+§BG ; AN:EAE+§AD ; HP =EF+GC+ DA

—_— 2 —_—
2. Construire K tel que DK = gDF

3. Démontrer que C, K et I sont alignés.

@7 Exercice 9 : Décomposer en fonction des vecteurs AB, AD et AE les vecteurs suivants :

—_— — —_— —

AC; AG; AO; BH; CO’; CO HI H IO'

@7 Exercice 10 : On se place désormais dans le repére (E; i J; E) et on sait que EA= 31, EF = 5f et EH = 2F.
1. Déterminer les coordonnées de chacun des points de la figure.

2. Décomposer les vecteurs suivants en fonction des vecteurs 7, j et k
AG;FA; GB; 0G; ID
6;7 Exercice(s) du livre : Delagrave: exos3 a6 p 132

Foucher: TP 1 p 270 (géogébra) + exos 1 a 6 p 273 (calculs de coordonnées)
Trouver des exos ou on doit lire des coordonnées de points/vecteurs sur un pavé droit, etc
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KN #50itA(3:3:5),B(0;3: 7),C(2;1: 5) et D(4; 2 4).
1. Déterminer les coordonnSes des vecteurs BC et AD,
Em dédnire que les droites (BC) et (ADY) sont parallales,

1 Montrar que lag draites (A B) et (CD) sont sécantes.

Bl +8cit A0; 1; - 1), B(2:1;0),0-3;-1,; Vet
DN7:3:-1).

1. Déterminer les coovdonnSes des vecteurs AB ot AC.
Vérifar que A, B &t C ne sont pas alignéa.

2. Montrer 4 laide des coordonnées que AD = JAB — AC.

Dang log exorcieag 3 4 5, on
congidére le culbse
ABCDEFCGH, les points M,
N, P, Q, L J K, L étant les
milieux d’arétes du cube.

E * Berire les EOMMES devecl:m.m aver un seul vecteur.

a. AB4AK: b AB4BCHHN: c AD 4 CG PR
rlHIH-LI+IJH e_ll:rm-ﬁﬂ-ﬁ;
£ Em-mm_ﬂﬂ: g GH— = DC4BL

a3

L} « Reproduive le cube ABCDERGH et placer les points
R, 5etT el Iir.t-l!
] 1

a., A= H.E-+EA[J+2A.E I.}A.S-:-EP:B+2--AB+AE;

i S e
e, CT=-AB -1 AD4 L ag
o 2

H*D-é-:ampnw en fonction des vecteurs AB, AD at
AT les vecteurs suivants;

— ey ek O

A AG AN, AI’IFDQ_,D?-T HE.

u #Dans un repére (A ; i:j:i'.'} de Pespace, on conzidare
un parallélépipéde rectangle ABCDEFGH, de centre O,
awvec Bi3:0; Q) D{0:5:0), B{0:0 :2).

-
L :
<o A M
» 2y G
- oL e ———
F o R
i ¥
L £ A
] L C

. AC, BH FA CB h. LR, PL, R, ME :
c. DG, PM, LN, PO,
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Barycentres

fg Travail de I'éléve 2 : Amener des peluches, du fil et des batons pour construire des mobiles plus ou
moins complexes.
Intuiter I'importance du poids et les barycentres successifs.

Barycentres de deux points pondérés
r—[ Définition 1. } N

On considere deux points A et B du plan ou de I'espace, affectés de « poids» a et b (a et b sont
des nombres réels avec a + b # 0)
On appelle barycentre de deux points pondérés (A, a) et (B, b) 'unique point G tel que

a(ﬁ\)+b(§§:ﬁ

Remarque : Le barycentre de deux points pondérés est en fait le point d’équilibre du segment.
Si A # B, G appartient donc a la droite (AB). De plus, si a = b alors G est le milieu du segment [AB]

[ 4 Propriété 1. j

Pour tout point M on a al\ﬁ+ bl\71§ =(a+ b)l\*/[a
En particuliersiM = A, on a

—_— b —_—

[ % Théoréme 3. j

Soient A(xa; ya; za) et B(xg; yp; zg) deux points de |'espace.
Alors le barycentre G des points (A, a) et (B, b) (avec (a+ b # 0) a pour coordonnées :

(axA+be _aya+byp aza+bzp
a+b ' a+b ' a+b

Dans le plan, on a G(xg; yG)

62/7 Exercice(s) du livre : Delagrave:7a 10 p 132
Nathan: 11+ (14?) p 129
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II.2. Barycentres de plusieurs points pondérés
r—[ Définition 2. } N

On peut définir de maniere analogue le barycentre d’autant de points que 1'on veut.

Par exemple, le barycentre de trois points pondérés (A, a), (B, b) et (C, ¢) (avec a+ b+ c # 0) est
I'unique point G tel que

aﬁ+b(§§+c(§f:5

Remarque : Le barycentre de trois points pondérés est en fait le point d’équilibre du triangle.
Ainsi, si a = b = c alors G est le centre de gravité du triangle ABC

[ 4 Propriété 2. }

Pour tout point M on a al\./I_A)+ bl\ﬁ + cl\*/IE =(a+b+ c)l\*/[a
En particuliersiM =Aon a

—_ —_ C —_
AG = AB + AC
a+b+c a+b+c

[

Si H est le barycentre de trois points pondérés (A, a) , (B, b) et (C,c) (avec a+ b+ c #0)
Et si G est le barycentre de deux points (A, a) et (B, b) (avec a+ b # 0)
Alors H est le barycentre des points (G,a+ b) , (C, ¢)

A,
K

 Théoréeme 4. j

[ % Théoréme 5. j

SoientA(xa; ya; 2a), B(xg; yB; 2B) et C(xc; Y ; zc) trois points de I'espace. Alors le barycentre
G des points (A, a), (B, b) et (C, ¢) (avec (a+ b+ ¢ # 0) a pour coordonnées :

axa+bxg+czc aya+byg+czc aza+bzg+czc
a+b+c a+b+c ' a+b+c

Dans le plan, on a G(xg; yg)

gf Exercice(s) du livre : Delagrave:11a14 p 133 +TP1p 130
Nathan:12 + 13 + (15?) p 129
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