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et suites

Résumé

Méme si elles ne constituent qu'un cas particulier des fonctions numériques, les suites méritent une étude
a part entiére car elles jouent un rdle extrémement important a la fois en mathématiques et en physique. Elles
permettent en effet dans les deux cas de fournir une approximation du « réel ». Aprés avoir mis en place un
raisonnement important et fait quelques rappels de premiére, nous appronfondirons la notion de limite de suite,
puis nous parlerons d'applications importantes, en particulier les suites adjacentes.

I) Démonstration par récurrence

I-1 Exemple introductif

Considérons la suite (uy,) définie pour tout n € N par :

’LLO:O
Up+1 = 2Unp + 1

Cette suite est définie par récurrence (chaque terme se calcule a partir du précédent).

But : On souhaiterait obtenir une formule explicite de w, en fonction de n. La suite n'est ni géométrique, ni
arithmétique, et la formule ne semble pas évidente, par conséquent on va calculer les premiers termes pour se faire
une idée.

ug =1
up=2x1+1=3
Uy =2x34+1=7
u3=2x7+1=15
us=2x15+1=31
us =2x314+1=063

Bien, en observant les premiers termes de cette suite il semble logique que ug = 127, en effet en ajoutant 1 a chaque
terme on obtient les puissances successive de 2. Autrement dit il semble que

U, =2" —1Vn € N

Attention, une conjecture n'est pas une preuve (ni une affirmation forcément vraie, certaines conjectures se révelent
parfois fausses...). Ce n'est que I'énoncé d'une propriété résultant d’un certain nombre d’observations. Alors comment
confirmer, par une démonstration, la propriété conjecturée ci-dessus ?

Notons Z2(n) la propriété définie pour n € N, par :

Pn): u, =2" -1

Supposons un instant, que pour un certain entier n, on ait effectivement la propriété &(n) : u,, = 2" — 1
Dans ce cas on aurait : Up41 =2 X u, +1=2x (2" —1) +1=2"F 241 =2+ 1
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Autrement dit si Z(n) est vraie alors &?(n + 1) aussi.

On dit que la propriété & est héréditaire.

Au final on a vu que la propriété & était vraie au rangn =0, 1, 2, 3, 4, 5 et 6 (on dit que la propriété est initialisée).
Mais comme la propriété & est héréditaire elle sera vraie au rang 7, puis au rang 8, puis au rang 9, .... Si bien que
notre propriété est finalement vraie a tout rang. Nous venons de faire un raisonnement par récurrence :

I-2 Principe du raisonnement par récurrence et exemples

-
Principe du raisonnement par récurrence

Soit & une propriété définie sur N (ou sur une partie de N)

Si:

— La propriété est initialisée a un certain rang ng (i.e si #(ng) est vraie)

— La propriété est héréditaire & partir du rang ng (i.e si pour n > ng £(n) = P(n+1))
Alors :

La propriété est vraie a tout rang plus grand que ny.

%Exercice 1 :
Démontrer que
6

) Solutions :
On considére la propriété &2, définie pour tout n € N, par :

. o nn+1)2n+1)
Pn): Y k= :

— Initialisation : Pour n =0, on a 0 = 0, donc £?(0) est vraie.

n 1)(2 1
— Hérédité : Supposons que Z(n) soit vraie i.e que > k% = n(n+1)@2n +1)

pour un certain rang n et

- 6
k=0
montrons que & (n + 1) est vraie.
n+1 n 2
+1)(2n+1) n(n+1)2n+1) 6(n+1)
=Sk 12 = 1)? =
1?:0 ;; +(n+1) 6 +(n+1) 5 +—

=0

nn+1)2n+1)+6(n+1)2 (n+Dn2n+1)+6(n+1)] (+1)2n°>+7n+6
B 6 B 6 B 6

Or, (n+2)(2n +3) = 2n% + 3n + 4n + 6 = 2n? + Tn + 6, par conséquent :

Tile (n+1)(n+2)(2n+ 3)

6

la propriété est donc héréditaire, et donc on a montré par récurrence que

1)(2n +1
Zk2=”(”+ )6("+) VneN
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%Exercice 2 :
Considérons la suite (uy,), définie pour tout n € N, par :

ug = 1
uy = 2
Un42 = 5un+1 - 6un

Démontrer que pour tout n € N :

U, = 2"

) Solutions :
Notons Z(n) : u, = 2"
— Initialisation : up = 2° = 1, par conséquent Z(0) est vraie.
— Hérédité : Supposons que Z(i) soit vraie Vi < n, montrons que &?(n + 1) est vraie i.e montrons que
Upyl = 2n+1
Ona:tpir =5U, —6up_ 1 =5x2" —6x2" 1 =10x 271 -6 x 271 =4 x 27~ 1 = 2ntl
On en conclut donc, par récurrence, que u, = 2", Vn € N

%Exercice 3
Démontrer que, pour tout entier n > 2, la fonction f,,, définie sur R par f,,(z) = z™, est dérivable sur R, avec

fala) = nan?

) Solutions :
Notons Z(n) : f, est dérivable
— Initialisation : f(z) = 22, on a:
folx+h)— f(x)  (z+h)?—2® 2*+22h+h?—2?

= = :2
W h W x+h

qui tend vers 2z lorsque h tend vers 0, par conséquent Z?(2) est vraie.

— Hérédité : Supposons que Z(i) soit vraie Vi > n, montrons que & (n+ 1) est vraie i.e montrons que f,,+1
est une fonction dérivable.
Notons que fni1(z) = 2" = 2" x x = f, x f1, or le produit de deux fonctions dérivables est une fonction
dérivable, par conséquent f,, 1 est dérivable et sa dérivée vaut :

1

Frpa (@) = [o@) fr(2) + fu(@) fi(z) = na" " e + 2" e = na” + 2" = (n+ 1)a"

CQFD
@7 Exercice 4 :

On considere la suite (u,,) définie par ug = 0 et pour tout entier naturel n :

1+ u,
2

Un+1 =

1
Montrer, par récurrence, que pour toutn >1ona — <wu, <1

V2
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&Solutions :
e e 1 1
— Initialisation : ©u; = /= = —, donc :
2 V3

1
—<u <1
\/_
— Hérédité : Supposons que, pour un entier n > 1 on ait
1

— <u
\/5_ n

IN
—_

Montrons que < upt+1 < 1, pour cela considérons la fonction f définie sur I = [0; +oo] par

%|

fla) =/

On a up+41 = f(uy), de plus la fonction f est dérivable sur I et

1
_ 2 [_%
/1 1+x
Par conséquent f est une fonction strictement croissante sur 1. On en déduit alors :

_SU1§1:>f<%>Sun+1§f(1)

1
Ainsi, pour toutn >1, — <u, <1

V2

I-3 Démonstration mathématique du principe de raisonnement par récurrence
(Hors Programme)

'{ Théoréme 1
Soit & une propriété définie sur N. Si :
- Z(0) est vraie (Initialisation)
- Vn €N, ona #(n) vraie = F(n+ 1) vraie (Hérédité)

Alors #(n) est vraie Yn € N

/ Preuve
Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe n € N tel que &?(n) soit fausse et considérons I'ensemble

suivant :
E = {n € N tels que #(n) soit fausse }

E est donc un ensemble non vide et minorée par 0, par conséquent il admet un plus petit élément m > 0; on
a donc #(m) fausse etZ(n) vraie Vntel qued < n < m. Dans ce cas :

— Sim =0, alors on a #(0) fausse ce qui contredit la premiére hypothése du théoreme.

— Sim >0, alors on a &(m — 1) vraie et &(m) fausse, ce qui contredit la deuxieme hypothése du théoréme.
Donc F est vide, autrement dit &?(n) est vraie pour tout n € N

Remarque : La démonstration est analogue pour une propriété définie sur un intervalle du type [ng, +o0|
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IT) Approfondissement des notions vues en premiére

II-1 Définition d’une suite

‘ 7 e -, =
Définition 1 :
| Une suite numérique est une fonction de N dans R, définie a partir d'un certain rang ng. On la note u ou

Remarques :

— u, désigne I'image de I'entier n, appelé encore terme d'indice n de la suite u, terme que I'on pourrait noté
u(n) mais la pratique en a voulu autrement. De plus (u,,) désigne |'objet mathématique suite (parfois noté u).
Certaines suites ne sont définies qu'a partir d'un certain rang n, comme par exemple la suite suivante :

Up = VN — 2

qui est définie sur [2, +o0.
Il'y a de multiples facons de définir les suites, nous en rencontrons principalement deux. Celle qui sont définies
par une « relation de récurrence »et par la donnée de termes initiaux comme par exemple la suite de fibonacci :

Ug = 0

Uy = 1

Un+2 = Un+1 + Up,
Et celles qui sont définies explicitement « en fonction de n »comme celle définie ci-dessus. Les stratégies pour
étudier ces différentes suites dépendront de leur type, technique fonctionnelle pour les suites du type u,, = f(n)

et technique de récurrence pour les autres.
— |l est équivalent de dire up 1 = 2uy, + 3 et uy, = 2up—1 + 3.

II-2 Sens de variation d’une suite

II-2.1 Définition

~

Définition 2 :

Soit (uy,) une suite de nombre réels. On dit que la suite (u,) est

— croissante (3 partir du rang ng) si et seulement w, < uy41, Yn > ng ot n € N

— décroissante (a partir du rang ng) si et seulement w,, > u,+1, ¥n > ngoun € N

— monotone (a partir du rang ng) si et seulement elle est croissante ou décroissante (3 partir du rang ng)

— stationnaire (a partir du rang ng) si et seulement si u, = w,y1 pour tout entier n > ng (si la suite est
définie a partir du rang ng alors on dit que la suite est constante)

Remarque : On définit la stricte croissance ou décroissance a |'aide des inégalités strictes suivantes :

Up < Up41 OU Up > Up41

Remarque :
— Une suite stationnaire est constante si et seulement si u,, = u,+1 Vn. |l existe donc des suites stationnaires
non constante, par exemple :

: . 1
u, = Partie Entiére de —
n
— Il existe des suites non monotone, par exemple

up = (=1)"
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I1-2.2 Etude de la monotonie d’une suite

I1-2.2.1 Technique fonctionnelle

@‘y Théoreme 2 :
On consideére la suite (u,,) définie par u,, = f(n), avec f définie sur |" intervalle [a; +oo], ol @ > 0
Si la fonction f est monotone (resp. strictement monotone) sur [a;+oo] alors la suite (u,) est monotone
(resp. strictement monotone) et posséde le méme sens de variation que la fonction f

Remarque : La réciproque de ce théoréme est fausse i.e que I'on peut trouver une suite croissante, par exemple,
définie par une fonction non croissante, comme le montre |'exemple ot f(z) = x + sin(nz) et u, = f(n) = n.
Les tracer sur la calculatrice.

'\@"Contre- Exemple :

Soit u(,) une suite telle que u,+1 = f(u,). La monotonie de f n’entraine pas celle de u, comme le montre

I'exemple ot U171 = VUun + 2.

Les tracer sur papier, en choisissant deux valeurs possibles pour ug.

'\?"Exemple :
Soit (uy,) la suite définie par u,, = cosg pourn > 1
Notons f la fonction définie sur [1; +oo] par f(x) = cos T
On a en dérivant : f(z) = % sing

Or, pour z > 1,

813

€]0; 7] donc sin z >0 <= f'(x) >0, donc la fonction f est croissante sur [1;+o0o[, par
x

+

conséquent la suite (u,,) est croissante.

WExercice 5 :
On considere la suite (u,,) définie par
2n? +1
Uy = —5——
n?+5

Montrer que (u,,) est une suite strictement croissante sur N

@ Preuve

1. Cas 1: f est strictement croissante sur [a; +00]
Pour tout entier n > a, f étant strictement croissante sur [a; +0o0],

fn) < f(n+1) <= up < upt1

Par conséquent, (u,,) est strictement croissante.

2. Cas 2 : f est strictement décroissante sur [a; +00]
Pour tout entier n > a, f étant strictement décroissante sur [a; +o0],

f(n) > f(n+1) <= up > uni1

Par conséquent, (u,,) est strictement décroissante.
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I1-2.2.2 Technique algébrique

g

(® Meéthodes :

» On étudie généralement le signe de u, 1 — u,, selon les valeurs de n :
Par exemple, si la suite (up)nen est définie par u,, = n? + 2, alors on a

U1 =M +1)2+2=n>+2n+3

Ainsi pour tout m on a up4+1 —u, =2n+1
On voit que u,+1 — uy > 0, et donc que u, 1 > u, pour tout n : la suite est donc strictement croissante
sur N

» Si jamais tous les termes de la suite u sont strictement positifs ou strictement négatifs , on peut

. Un+41
comparer le quotient —ntl
U

avec 1 :

n
Par exemple, pour (uy,)nen définie par u, =2 x 5™ , on a u, > 0 pour tout entier naturel n et
Upgr = 2 x 5" 11

Ainsi pour tout m on a

Ung1 5n+1 s
U,  b"
. Un+1 o o o
On voit que > 1, et donc que u,41 > u, pour tout n : la suite est donc strictement croissante sur
n

[0, +oo]
A ! 7
'@'Exemple :

On considére la suite u définie par u,, = 2n + sinn
Etudions, pour tout entier n, le signe de la différence de deux termes consécutifs :

Upt1 — Up = 2(n+ 1) +sin(n+ 1) —2n —sinn =2+ sin(n + 1) — sinn
Or,Vx€Rona:—1<sinz <1, par conséquent :
2+4sin(n+1) —sinn > 0 <= up41 > up

La suite u est donc strictement croissante.

@7 Exercice 6 :

On consideére la suite (u,,) définie par

1 1 1
Un:1+§+§+"'+§

Montrer que (u,,) est strictement croissante sur N

I1-2.2.3 Par récurrence

@7 Exercice 7 :

On considére la suite (u,,) définie par :

Uug = 16
Un+1 = /Un

Montrer que la suite (u,,) est strictement décroissante.
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) Solutions :

Notons #(n) la propriété u, 11 < un,

— Initialisation : ug = 16 et u; = 4, par conséquent Z?(0) est vraie.
— Hérédité : Supposons que Z2(n) soit vraie et montrons que & (n + 1) est vraie

On a donc :

OSUnJrl < Up

puisque & (n) est vraie

& 0< fUns1 < +/Un puisque r — /T est strictement croissante sur R*

< 0 S Un+2 < Up+1
— P(n+1) est vraie

On vient de démontrer par récurrence que u,4+1 < up, Vn € N, ce qui prouve que la suite (u,,) est strictement

décroissante.

s a\
‘ Y ol - -

Définition 3 :

Une suite u de premier terme ug et de raison r
est arithmétique si et seulement si, pour tout
entier n, on a

|un+1:un+r I

II-3 Suites arithmétiques et suites géométriques

( Définition 4 :

Une suite u de premier terme ug et de raison g
est géométrique si et seulement si, pour tout
entier n, on a

g

N\ ! 7/

'@'Exemple :
Léa dépose 100€ sur son compte. Tous les ans
il ajoute 10<€ . Si on note u,, I'argent disponible
sur le compte de Léa au bout de la n'*™¢ année.
Ona:

ug = 100
Up+1 = Up + 10

u est donc une suite arithmétique de raison 10
et de premier terme 100.

( -7 r
4 Propriété 1 :
— Relation entre u,, et ug : Pour tout n, on a

Uy = Ug + N7

— Relation entre u,, et u, : Pour tous n, on a

|un:up+(n—p)7’

~

-Q Exemple :
Au bout de 20 ans, Léa dispose de 300<€ sur
son compte. En effet u,, = 100 + 10n et donc :
ugo = 100 + 10 x 20 = 300

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011

|Un+1:un><q I

g

N ! 7/

'@'Exemple :
Max dépose 100<€ sur son compte. Tous les ans
il gagne 3% de plus. Si on note v,, I'argent dis-
ponible sur le compte de Léa au bout de la n**™¢
année, on a :

vo = 100
Un+1 = Upn X 1,03

v est donc une suite géométrique de raison 1,03
et de premier terme 100.

( -7 r \
4 Propriété 2
— Relation entre u,, et ug : Pour tout n, on a
Up = Ug X ¢

— Relation entre u,, et u, : Pour tous n, on a

Up = Up X ¢"7F

-¢ Exemple :
Au bout de 20 ans, Max dispose de 180, 61 € sur
son compte. En effet v,, = 100 x 1,03™ et donc :
v90 = 100 x 1,032° = 180, 61

8/ 20
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s ' s '
&% Théoréme 3 : &% Théoréme 4 :
La somme S de n termes consécutifs d’une suite La somme S de n termes consécutifs d'une suite
arithmétique de premier terme p et de dernier géométrique de raison ¢ et de premier terme p est :
terme d est :
1—q"
d S = p X
S=nx Pt l—gq
2 \
S
o “©*Exemple :
-@-Exemple : ? P
Ui+ u + g4 .+ ( L2LO® 67 65
v1F+v 4 ...t =v X —————— = ,
U10+U11+...+U20:11X¥:2200 ! 2 20 ! 1*1,03
2 2

N

( <\ e S

&u Théoréme 5 :
On considére une suite (u,,) arithmétique de rai-
son r.

1. Sir > 0 alors |a suite (uy,) est strictement
croissante ;

2. Sir =0 alors la suite (u,,) est constante;

3. Sir < 0 alors la suite (uy,) est strictement
décroissante.

g

N ! 7/
-@-Exemple :
r =10 > 0 <= la suite (u,) est croissante

%Application :

-
&% Théoréme 6 :
Soit (uy) une suite définie par : u, = ¢™ (avec
g > 0) alors :

— Sig € [0;1] la suite (u,,) est convergente vers

0

— Si ¢ =1 alors |a suite (uy) est constante 1
— Si ¢ > 1 alors la suite (uy,) est divergente.

.

'@"Exemple :

qg=1,03>1<= la suite (v,) est divergente

Un étudiant loue une chambre pour 3 ans. On lui propose deux types de bail. ¢

1°" contrat :

Un loyer de 200<€ pour le premier mois puis une augmentation de 5€ par mois jusqu'a la fin du bail.

28Me contrat :

Un loyer de 200€ pour le premier mois puis une augmentation de 2% par mois juqu'a la fin du bail.

1. Calculer, pour chacun des deux contrats, le loyer du deuxiéme mois puis le loyer du troisiéme mois.

2. Calculer, pour chacun des deux contrats, le loyer du dernier mois (i.e du 36°™¢ mois).

3. Quel est le contrat globablement le plus avantageux pour un bail de 3 ans?

a. Un bail est un contrat de location
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& Solutions :

1. On considére la suite (u,) arithmétique de raison r = 5 et de premier terme u; = 200 tel que uy41
un, + 5 et la suite (vy,) géométrique de raison ¢ = 1,02 et de premier terme vy = 200 tel que v,4+1 =

1,02 X vy,
Pour le premier contrat le loyer du deuxiéme mois puis le loyer du troisieme mois sont donnés par us
puis us :
ug =up +5=200+5=205€ ug =ug +5=205+5=210€
Pour le deuxiéme contrat le loyer du deuxiéme mois puis le loyer du troisieme mois sont donnés par ve
puis v3 :
ve = w1 X 1,02 =200 x 1,02 = 204€ vy = vy X 1,02 =204 x 1,02 = 208,08€

2. Le loyer du dernier mois est donnée par usg pour le premier contrat et vsg pour le deuxieme contrat :
uze = us + (36 — 1) x 5 =200+ 35 x 5 = 375€ v3e = v1 X 1,023 =200 x 1,023° ~ 400€

3. Pour cela il faut calculer la somme des 36 premiers loyers i.e il faut calculer S; et S ou :

36 X (2004 375) _ 1o sos — 10350€

Si=ur+uz+---Fuge =

2
Et 56
1-1,02
SQ :Ul+’l)2+"'+’l)36:200>( 1_71,02 ~ 10398€
Au final le premier contrat semble plus avantageux et permettrait de réaliser une économie d’environ
40€

ITIT) Comportement asymptotique d’une suite

III-1 Suite convergente

‘ 7 e -, =
Définition 5 :
On dit qu'une suite admet une limite ¢ (ou converge vers /) lorsque :
Tout intervalle ouvert centré en ¢ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang

Remarque : On utilise en général un intervalle centré en /.

'\?" Exemples :

1
La suite (— — 2) converge vers —2.
n neN

3n? —4
—2n2+5
La suite (up)nen de terme général u, = (—1)™ est divergente car elle n’admet pas de limite.

. - 3
La suite ( ) est convergente et admet pour limite —3
neN

Remarques :

— Une suite divergente admet +0co comme limite ou n'admet pas de limite

— Graphiquement, la notion de limite se traduit ainsi :
Quelle que soit la largeur de la bande horizontale choisie, il existe un rang (ou un indice) a partir duquel tous
les points de la représentation graphique de la suite sont situés dans cette bande.

— De maniére plus formelle : Pour tout réel e strictement positif, il existe un rang N tel que pour tout indice n,
on ait :

n>N=u,—{l|<e
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lllustration avec la suite :
3n+ (—-1)"

Uy, =
2n

! T T T T AT T T AT

10 est le rang a partir duquel tous les termes

de la suite sont dans la bande hachurée dépaisseur choisie

I I I I I I I I I I I I
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Remarque :

, . . 3
1. Sur cet exemple, le graphique permet de conjecturer que la suite (u,) converge vers 3

2. Notons, par ailleurs, que toutes les suites ne sont pas convergentes, par exemple u,, = n ne converge pas car
sa limite vaut +00 ou encore u,, = (—1)" est une suite qui n'admet pas de limite (valant tantét 1, tantdt —1).

&% Théoréme 7 :

Si une suite (uy,) converge alors sa limite £ est unique

@ Preuve

Raisonnons par |'absurde et supposons que la suite (u,,) admet deux limites ¢; et /5 telles que ¢1 < {5.

Notons d = ¢5 — £1 Par définition, I'intervalle ouvert I; de centre ¢; et de rayon 3 contient tous les termes

oo . . R . d .
de la suite a partir d'un certain rang, de méme l'intervalle ouvert I5 de centre /5 et de rayon 5 contient tous

les termes de la suite a partir d'un certain rang, par conséquent I; N I» est un intervalle contenant tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang.

Or, Iy NIy = (), ce qui est absurde

Par conséquent la suite (u,,) ne peut admettre qu'une limite.
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II1-2 Suite divergente
I11-2.1 Définition

‘ 7 e -, -

Définition 6 :

On dit qu'une suite qui ne converge pas est divergente. Une suite divergente admet +0o comme limite ou
n'admet pas de limite

“("Exemple :
Voici quelques suites divergentes :
- Up ="
—u,=n3-n?4+n-1
- Un = (*1)71

IT1-2.2 Cas des suites qui divergent vers +oo

‘ 7 e .,
Définition 7 :
On dit qu'une suite diverge vers +o0o lorsque tout intervalle ouvert du type |A; 400 contient tous les termes

de la suite a partir d’un certain rang. On définit de méme la divergence vers —co a I'aide d'intervalle du type
] —o0; A

/" Exercice 8 :
On considére la suite (u,,) définie par

Montrer, par récurrence, que la suite (u,,) diverge vers +0o

@ Solutions :

Soit k € N. Comme la suite (u,,) est croissante, on veut montrer qu'il existe ng € N tel que u,, > k, en effet
dans ce cas l'intervalle ouvert k; +o0o[ contiendra tous les termes de la suite a partir de ng.

Notons (k) la propriété suivante : Il existe ng € N tel que u,, > k

— Initialisation : &2(0) est vraie, en effet u; > 0

— Hérédité : Supposons que Z(k) soit vraie, montrons que & (k + 1) est vraie. On remarque que

o 1 1
Uy = Uy + Z — 22Uy +NX— =uU, + =
k:n+1k 2n 2

Puisque Z(k) est vraie, il existe un entier ng tel que u,, > k, par conséquent :

1
Ugng > U2nq + 5 Z Ung + 1

Ainsi Z(k 4 1) est vraie.
On vient de démontrer, par récurrence, que (u,,) est une suite qui diverge vers +00

Remarque : La suite précédente est appelée suite harmonique. En calculant les premiéres sommes partielles de
la série harmonique, il apparait que la suite de nombres obtenus est croissante, mais a croissance lente : on pourrait
croire qu’il s'agit d'une suite convergente. !

1. Elle fait partie de la famille plus large des séries de Riemann, qui sont utilisées comme séries de référence : la nature d’une
série est souvent déterminée en la comparant a une série de Riemann et en utilisant les théorémes de comparaison.
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IT1I-3 Quelques limites de références

g
4 Propriété 3 :

Voici quelques limites a connaitre absolument :

1.

lim /n =+ 2. lim n?=+4o0 3. lim l:o 4. lim i=O

n—-+00 n—-+00 n—-+oo n n—+oo N2

/ Preuve Hors Programme

1.

lim +/n = +co.

n—-4o0o

Soit A un réel positif. On veut montrer que tous les termes de la suite appartiennent a ] A; +oo[ a partir
d'un certain rang nyg.

Onan>A+=n> A? donc:

pour n'importe quel entier ng vérifiant ng > A% on a u,, = /ng > A

Donc tous les termes de la suite appartiennent a ] A; +oo[ a partir de ng.
lim n?=+oc0
n—-+o0o
Soit A un réel positif. On veut montrer que tous les termes de la suite appartiennent a ] A; +o00[ a partir
d'un certain rang ng.
Onan?> A<= n>+A, donc:

pour n'importe quel entier ng vérifiant ng > VA on a u,, = ne’ > A

Donc tous les termes de la suite appartiennent a ] A; +oo[ a partir de ng.

lim — =0
n—-+oo N

Soit € un réel positif. On veut montrer que tous les termes de la suite appartiennent a I =| — ¢; +¢[ a
partir d’un certain rang ny.

Dans un premier, on remarque que 1 > 0 pour tout entier n, on cherche donc a déterminer a partir de
quel entier n on a : "

leeslan

n €
Par conséquent :

: : _ 1
pour n'importe quel entier ng vérifiant ng > = on a u,, €] — €; +¢]
€

donc tous les termes de la suite (u,,) appartiennent a I a partir de ng.

lim — =0
n—-+o0o TL2
Soit € un réel positif. On veut montrer que tous les termes de la suite appartiennent a I =| — ¢; +¢[ a

partir d’un certain rang ny.

. 1 . : :
Dans un premier, on remarque que — > () pour tout entier n, on cherche donc a déterminer a partir de
n

quel entier n on a :

1 1 9 1
—S <€ -—<n <— —=<n
n2 €

Ve

Par conséquent :
" . - 1
pour n'importe quel entier ng vérifiant ng > 7 on a Up, G] — e;+e[
€

donc tous les termes de la suite (u,,) appartiennent a I a partir de ng.
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@7 Exercice 9 :
On considére la suite (u,,) définie par :
n?—3n+4
Up = ——5———
4n? — 1
Déterminer la limite de la suite (uy,)
N

p
&% Théoréme 8 :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I du type [a;+o0o[ ol @ € R et (uy) une suite définie par
un, = f(n).

1. Si lim f(z)=~/(alors lim wu, =21/

T— 400 n—-+o0o

2. Si lim f(z) =+o0alors lim wu, =+oc

r— 400 n—-+oo
3.Si lim f(z)=—o0alors lim w, =-00
T— 400 n—-+4oo
Remarques :

— Par conséquent, on récupére toutes les régles de calculs sur les limites. De plus les théorémes de comparaison
et le théoreme des gendarmes sont valables pour les suites.

— Notons que la réciproque du résultat précédent est fausse, par exemple la suite u,, = cos(27n) est constante
et égale a 1 donc admet bien une limite tandis que la fonction  — cos(27x) n'a pas de limite en 4.

— Rappelons les deux résultats importants :
* La limite en l'infini d'une expression polynomiale est la limite du terme de plus haut degré.
x La limite en l'infini d'une expression rationnelle est la limite du quotient des termes de plus haut degré.

I111-4 Regles opératoires sur les limites

I1I-4.1 Opérations sur les limites

Soit (ay) et (b,) deux suites. Soit (ay) et (b,) deux suites.
Cas d’une somme : 11111 (an + bp)

lim b,
im a, b#0 +o00 —00
aeR a+b 400 —00
+00 +00 400 ?
—00 —00 ? —00
Cas d’un produit : hIJIrl (anby)
lim b,
im a, b#0 +o00 —00
a#0 axb +o0 +o0
+o0 +oo 400 —00
—00 +oo —00 +00
Sia=0etsi be R alors le produit a,b,, tend vers 0.
’ . . b’ﬂ,
Cas d’un quotient : lim —
n—+00 Ay
lim b,
im a, b#0 +o00 —00
a#0 b +o0 +oo
a.
~+00 0 ? ?
—00 0 ? ?
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b
Sia=0etsib+#0 alors le quotient == tend vers o0.
Gnp

Remarque : Il faut étre conscient que tous les résultats de ces tableaux se démontrent (et certains ne sont pas
évidents), nous ne présenterons ici aucune démonstration et nous admettrons tous ces résultats.

IIT-4.2 Les formes indéterminées

( )

LES 4 FORMES INDETERMINEES A CONNAITRE

00
«0 X oo» «=» «— » « 00 — 00 »
0 00

Attention, on ne dira pas « zéro sur zéro est une forme indéterminée »mais plutét « le quotient de deux fonctions tendant vers O est une forme

¢ indéterminée »

I11-4.3 Applications

Exercice 10 :
Déterminer la limite des suites suivantes :

1 -3
3n+1 )
2. up = o +F 4 u,=+vn+1—+/n

III-5 Théorémes de comparaison et d’encadrement

IT1-5.1 Comparaison

( )
&% Théoréme 9 :

Soient (u,) et (v,) deux suites telles que :

YneN, u, <v,

— Si (uyp) diverge vers 400 alors (v,,) aussi.
— Si (vy,) diverge vers —oco alors (uy,) aussi.

g

@ Preuve

Considérons A un réel. Supposons que (uy,) diverge vers +00 : dans ce cas, a partir d'un certain rang N tous
les termes de la suite (uy,) vérifient : w, > A, par conséquent on aussi a partir du rang N, v, > A, ce qui
prouve que (vy,) diverge vers +00.

La deuxiéeme démonstration est analogue.

Exercice 11 :
Etudier la limite de la suite (u,) ol

up, =2cosn+3x (—1)" —3n
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Exercice 12 :

Etudier la limite de la suite (u,) ol
u, = nt(cosn — 2)

% Exercice 13 :

1. Etudier la limite de la suite (u,) ol
up, = (=1)"+n

2. Que penser de |'affirmation suivante :
« toute suite divergente vers +0o est nécessairement croissante. »

IT1I-5.2 Théoréme des gendarmes

-
&% Théoréme 10 :

Soit (uy,), (vp) et (wy) trois suites telles que :

1. a partir d'un certain rang u,, < v, < wy

2. lim v, = lim w,=1
n—-+o0o n—-+4oo

Alorsona lim v, =1
n—-+o0o

) Preuve
Soit I un intervalle ouvert contenant [ Notons ng le rang a partir duquel on a u, < v, < w,
nq le rang a partir duquel tous les termes de la suite (u,,) sont contenus dans I et ny le rang a partir duquel
tous les termes de la suite (wy,) a partir duquel tous les termes de la suite (w,) sont contenus dans I.
Notons N = max(ng;n1;ne), alors on a :
— a partirdurang N, u, < v, <w,
— en vertu du point précédent, tous les termes de la suite v, sont contenus dans I a partir du rang N, ce qui

prouve que la suite (v,,) converge vers [

Exercice 14 :
Déterminer la limite des suites suivantes :

C 3n42x (<1)" ]
o 2n n
a. On montrera que n < vVn2 +1<n+1

a

1. v,

IT1-5.3 Passage a la limite dans une inégalité

N
&% Théoréme 11 : admis
Soit (uy,) et (v,) deux suites convergentes telles que pour tout entier n : u, < v, (resp u, < v,) alors dans
ces deux cas on a :
lim v, < lim v,

n—-+4oo n—-+4oo
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III-6 Suite majorée, minorée, bornée

I11-6.1 Définition

-
‘ 7 e -, -
Définition 8 :
On considére une suite (uy,).
— On dit que (uy,) est majorée s'il existe M € R tel que u,, < M, Vn €N
— On dit que (uy,) est minorée s'il existe m € R tel que u,, >m, VnéeN
— On dit que (uy,) est bornée si elle est majorée et minorée i.e s'il existe m € R et M € R tel que

m<u, <M, VYnéeN

Remarque : (u,) est bornée si et seulement si il existe M € R tel que | u, |< M.
En effet si tel est le cas alorsona: —M < u, < M.
Réciproquement si (u,,) est bornée alors il existe deux réels a et b tels que a < u, < b.
Choisissons M = max(| a |;| b|), dans ce casona —M < a et b < M, et donc :

| un |< M

I11-6.2 Comment montrer qu’une suite est majorée, minorée ou bornée ?

I11-6.2.1 Technique algébrique

“("Exemple :
- —1)" +si ,
Soit la suite (uy,) définie par u, = w Montrons que (u,,) est bornée.
n
—1-1<(-)"+sinn<1+1 eneffet —1 < (-1)"<let-1<sinn<1

1
— -2<(-1)"+sinn<2 et 0< <1
n

<= —2<u, <2

@7 Exercice 15 :
On considére la suite

1 1 1 1
1. Montrerqueﬁg "=1) < 1 —E,VkZQ.

2. Montrer que

3. Montrer que

4. En déduire que u,, est majorée.
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I11-6.2.2 Technique fonctionnelle

Exercice 16 :

On considére la suite définie par :
on? +1
Uy = —5——
" n245

2741

1. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = — 5 Etudier les variations de f sur R
X

2. Dresser le tableau de variation de f

3. En déduire que la suite (u,,) est bornée.

I11-6.2.3 Par récurrence

/" Exercice 17 :
Soit la suite (u,,) définie par :

’LL():O
Un+1 = \/6+un

Montrer, par récurrence, que cette suite est bornée.

) Solutions :

Compte tenu de la définition de la suite (et de la présence du signe radical), on peut minorée la suite par 0,
mais par quoi la majorée?? Le calcul des premiers termes, donne ici une indication :

up ~ 2,45 us ~ 2,91 uz ~ 2,98
Notons Z2(n) la propriété :

— Initialisation : Z2(0) est vraie de maniére évidente puisque ug =0
— Hérédité : Supposons que #(n) est vraie, et montrons que &?(n + 1) I'est aussi.

Dans ce cason a : 0<u, <3

Par conséquent : 6<6+4+u,<9

Et par passage a la racine : V6 <6 +Fu, <3
Au final : \/6§Un+1§3:>0§un+1§3

Par conséquent &?(n + 1) est vraie, et on vient de montrer, par récurrence, que ¥n € N on a :

OgunJrlS'?’

i.e que (uy) est une suite bornée.

I11-6.3 Théoréme des suites monotones bornées et théoréme des suites convergentes

A\ R c
4% Théoréme 12 :
| Si (un) est une suite convergente alors (u,) est bornée.
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: Preuve

Notons [ la limite de la suite (uy,), alors tous les termes de la suite appartiennent a l'intervalle ]I — 1;1+ 1] a
partir d'un certain rang i.e qu’'a partir d'un rang que nous noterons N on a :

l—1<u,<l+1
Notons m = min(ug; ui;ug;...;un—1;1 —1) et M = max(up; ui;ug;...;un—1;0 — 1), alors on a :
Vn e N m<u, <M

ce qui prouve que la suite (u,) est bornée.

N

&% Théoréme 13 : Admis
Toute suite croissante et majorée de réels converge.
Toute suite décroissante et minorée de réels converge.

@7 Exercice 18 :

1. On considére la suite
n

Up =
k=1

1
12

Montrer que u,, est convergente. ¢

2. On considére la suite N
1
=4
k=1
Le but de cette question est de montrer que u, est convergente.®

(a) Montrer par récurrence la propriété Z(n) : n! > 2"~1 ¥n € N*

BB ()<

k=1

(b) Montrer que

(c) Montrer que

| —

|§3

o

n
k=0

(d) Conclure.

2
™
a. Sa limite, difficile & déterminer vaut —

b. Sa limite est un nombre irrationnel, noté e que nous définirons plus tard dans I’année.

ITI-7 Suites adjacentes
IT1-7.1 Définition

-
‘ 7 e -, -
Définition 9 :
Lorsque :
(uy,) est croissante
(vp,) est décroissante
(vn, — uy) converge vers 0

on dit ques les suites (u,) et (vy,) sont adjacentes.
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Exercice 19 :
On considere la suite (u,,) définie pour n > 1 par :

"1
k=1

. 1
et la suite (vy,) définie pour n > 1 par v, = u, + —

Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes.

I11-7.2 Théoréme

N

% Théoréme 14 :
Si (uy,) et (vy) sont adjacentes alors (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite £.
De plus, Vn € Non a : Up < Upt1 << vpq1 < vy

: Preuve

On considére deux suites (u,,) et (v,) adjacentes, avec (u,,) croissante et (v,,) décroissante.
Montrons tout d'abord que w,, < v,, pour cela notons w,, = v,, — u,, On a :

Wnp41 — Wn = (UnJrl - Un) - (UnJrl - un) < 0

Par conséquent (w,,) est une suite décroissante, on a donc pour tout m > n, w,, < wy,, et par passage a la
limite lorsque m — o0 on obtient :
0<w, < u, < v,

Et aussi :
ug < up < vy <

Comme (uy,) est une suite croissante majorée, elle converge vers un certain réel .
De méme comme (v,,) est une suite décroissante minorée, elle converge vers un certain réel ¢/
Enfin lim (v, —u,)=¢—£=0

n—-+o0o

Par unicité de la limite on obtient : ¢ = ¢’

gf Exercice 20 :

En considérant les deux suites de I'exercice précédent, déterminer une valeur approchée 3 1072 pres de leur
limite commune £ °

a. On cherche & partir de quel entier n on a v, — up < 1071

/" Exercice 21 :
On considere la suite (u,,) définie pour n > 0 par :

. 1
et la suite (vy,) définie pour n > 1 par v, = u, + —

n
Montrer que les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes et déterminer une valeur approchée a 10! prés de leur
limite commune ¢
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