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Polyndmes de degré 2

LECON 8

Polynémes de degré 2

Les fonctions permettent de modéliser de nombreuses situations. Par exemple, les trajectoires de balles ou

vers le satelite

support de la source

a— vors lémotteur

Résumé

Réflecteur

d’'objets dans I'air et dans le vide semble décrirent des arcs de paraboles. L'étude des polynémes de degré 2 nous
permettra d'appliquer toutes les notions entrevues en début d'année sur les fonctions.

? Probléme :

On connait l'aire o7 =10 cm? et le périmétre &2 =16 cm d'un rectangle. Peut-on déterminer les longueurs

des cétés de ce rectangle.

‘ Solutions :

xy=10

4

\

Si on note x et y les longueurs des deux c6tés cherchés alors :
et X+y=8<—=y=8-x
Ainsi x(8—x) =10 <= 8x— x> =10 < x* —8x+10=0.

En posant P(x) = x®> —8x+10. On est amené a rechercher les éventuels antécédents de 0. A l'aide de la
calculatrice et de la représentation graphique de la fonction P on peut déja avoir une idée de la réponse :

%”,,:y:xz—8x+10

D. Zancanaro, Lycée Jean Durand, 29€/ 2011-2012

\J

0 a deux antécédents par P, qui sont approximativement 1,5 et 6,5.
Si x=1,5 et y=6,5, on obtient xy =9,75 et x+ y =8, ce qui semble &tre une bonne approximation.
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I) Cas particulier : La fonction carré

I-1 Définition

( Définition 1

| On appelle fonction carrée la fonction définie par f(x) = x°.
S

>
4 Propriété 1

| La fonction carrée ne posséde ni quotient, ni racine, elle est définie sur R.
g

Exercice 1 :

f est la fonction carré. Calculer les images par f des réels :

1. -4 3 U 5. —2V13 7.8x107
5
2
2. 3 4. 356 6. 10*! 8. 2+v5

I-2 Sens de variation et tableau de variations

4 Propriété 2

| La fonction carrée est strictement décroissante sur | —oo;0] et strictement croissante sur [0;+ool.

/ Preuve
Considérons deux réels a et b tels que 0<a<b

a?-b*=(a-b)(a+b) <0< a’<b?

Par conséquent les images et les antécédents sont rangés dans le méme ordre et la fonction carrée est strictement
croissante sur R*
Considérons deux réels a et b tels que 0<a<b

- =(a-b)(a+h)>0< da’>D?

Par conséquent les images et les antécédents sont rangés dans |'ordre inverse et la fonction carrée est strictement
décroissante sur R~

On peut alors dresser le tableau de variations de la fonction carrée :

X —00 0 +00

X \O/

D’'aprés le tableau de variations, la fonction carrée admet 0 comme minumum sur R, atteint en 0.

Exercice 2 :

Dans chaque cas, comparer les nombres suivants sans les calculer :

1. (2.3)% et (2.15)? 3. et (m-1)2
2. (~1.002)% et (—0.999)2 4. 2-V7)? et 2-V5)?
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% Exercice 3 :

1. Soit x un réel tels que 2 < x <4. Donner un encadrement de —3x°.

2
2. Soit y un réel tels que —9 < y = —2. Donner un encadrement de de yg

3. Soit z un réel tels que —9 < z<1. Donner un encadrement de de z2.

4. Soit t un réel tels que 0<v—-5t—1<2. Donner un encadrement de .

I-3 Courbe représentative

= L0 om0

Définition 2

Dans un repére orthogonal du plan, la courbe représentative de la fonction carrée est appelée parabole de
sommet |'origine du repére.

On esquisse la courbe représentative 6 de la fonction carrée sur R* en s'appuyant sur un tableau de valeurs :

1 1

ol X221 2L
% % 225 l2

ol -|1|2]|a]2Z2| - |1
f& 4 4 4 | 4

4 Propriété 3 :
| La courbe de la fonction carré est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. On dit que la fonction est
paire.

@ Preuve

Pour tout nombre réel x le point M(x;x?) est sur la parabole & représentative de la fonction carré.

Son symétrique par rapport a I'axe des ordonnées est M'(—x; x?).

Or ce point M’ est lui aussi sur & car (-x)? = x%.

Remarque : On sait qu'un carré est toujours positif.
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/" Exercice 4 :
Résoudre chaque inéquation en s’aidant de la courbe de la fonction carré :

1. x*<5 2. xX*<-3 3. x2>2

Exercice 5 :
Tracer sur I'écran d'une calculatrice graphique les courbes de la fonction carré et de la fonction affine définie
par f(x) = x.

Comparer alors un réel et son carré. Justifier les réponses.

(;7 Exercice 6 :

1. Dans un repére orthogonal, tracer la courbe représentative de la fonction carré sur l'intervalle [-3;3], puis
celle de la fonction affine x— —x+2.

2. Par lecture graphique, déterminer les coordonnées des points d'intersection de ces deux courbes.
3. Développer (x+2)(x-1).

4. Retrouver les solutions de la premiére question par le calcul.
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I1) Cas général : Les fonctions polyndmes de degré 2

II-1 Forme développée

- P

Définition 3 :

Une fonction polynéme de degré 2 est une fonction f définie sur R par f(x) = ax® + bx+c ol a est un réel
non nul et b et ¢ sont deux réels quelconques.

-\@"Exemple :

La fonction P définie par P(x) = x> —8x+ 10 est une fonction polynéme de degré 2.
Les fonctions affines ne sont pas des fonctions polyndmes. Elles sont obtenues pour a =0, on parle de fonction
polynéme de degré 1.

Remarque : f(x) = ax® + bx+c est la forme développée de la fonction polynéme f. Elle est pratique pour :
— déterminer l'image de 0 : f(0) =c.

— déterminer les antécédents éventuels de ¢ : f(x) =c <= ax*+bx=0< x(ax+b) =0 x=0 ou x=-——
a

Exercice 7 _:
On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = 2x—1)(x+2).
1. Démontrer que f est une fonction polyndme de degré 2.
2. Calculer I'image de 0 par f.
3. Déterminer les antécédents éventuels de —2 par f.
4.

Déterminer les antécédents éventuels de 0 par f.

II-2 Forme canonique

& Théoréme 1

Toute fonction polyndme de degré 2 peut s'écrire sous la forme (dite canonique) f(x) = a(x—ﬁ)z +Y ol « est
un réel non nul et p et y sont deux réels quelconques.

@ Preuve

Si f est une fonction polynéme de degré 2 alors il existe a #0 et deux réels b et c tels que :

b
VxeR f(x)zax2+bx+c=a(x2+zx)+c

b 2 2 b 2 2 bZ b
Remarquons que x+—) =x2+2><—x+—=x2+—x+—<=>(x+—) - =x*+=x
2a 2a”  4a? a  4a® 2a 4a? a

Ainsi, VxeR on a :

2 2 2 32
f=al|x+ ) b )+c—a(x+ b +c
B 2a 4a? B 2a 4a
b 2
En posanta=a, = “o ety= “ia + ¢, on obtient le résultat désiré.
a a

Remarque : Le premier intérét de la forme canonique est de déduire un extremum de la fonction f.
En effet, si a>0 alors :
(x-p)°20e=a(x—p)° 20 =a(x—p)*+y=y

De pus f(B)=a(P—P)+y=7y. Ce qui prouve que y est le minimum de f atteint pour x=p.
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Si a<0 alors :
(x—ﬁ)z20<=>a(x—ﬁ)250<=>a(x—ﬁ)2+ysy

De pus f(B)=a(—P)+Y=7Y. Ce qui prouve que Yy est le maximum de f atteint pour x =p.

&% Théoréme 2 :
Soit f une fonction polndme de degré 2 telle que f(x) = a(x—ﬁ)2+y, alors f admet y pour extremum atteint

en P.

. . b? . b
Remarque : Si f(x) = ax® + bx + c alors I'extremum vaut ¢ — i atteint lorsque x = ~5
a

/" Exercice 8 :

Dans chacun des cas suivants, déterminer I'extremum de f, on précisera s'il s'agit d'un maximum ou d'un
minimum et pour quelle valeur de x il est atteint.

— _3(x—1)2 2
1 f0)=-3(x-1)2%+2 4 f)=7 x+%)
_ 2_
2. f(x)=4(x+2?%-5 5 F(0)=9x+mP—1
3. fl)=-2x*+1 6. f(x)=—(x+1-v2)2+1.

On étudie les variations de la fonction f définie pour x € R par :
fx) =ax—p)*+y

—Casl:a>0
Montrons que f est strictement croissante sur [f;+oo|.
Considérons deux antécédents x et y de [B;+oo[ avec p < x <y et montrons que f(x) < f().
Pour cela étudions le signe de f(x) — f(3).

F@-f =ax—P)*+y-(aly—p)*+y) =alx—P*+y—aly—p)* -y
fO-fP=ax-p*-ay-pr=a(x-P*-y-P*) =ax-Pp+y-P(x—Pp-y+p) = alx—P+y—P)(x—)

Comme x < y alors x—y <0. Comme x=p < x—f =0 et enfin comme y=p < y—p=0. Ainsi x—p+y—-p=0
et donc (x—P+y-Plx—<0=ax—-P+y-Plx—yY<0=f)-fP<0= f(x) < f().

On vient de montrer que images et antécédents sont rangés dans le méme ordre sur [f;+oo|.

Par conséquent f est strictement croissante sur [f);+oo[.

Montrons que [ est strictement décroissante sur |—oo;f].

Considérons deux antécédents x et y de |—oo;p| avec x < y <P et montrons que f(x) > f().

Pour cela étudions le signe de f(x)— f()) =a(x—Pp+y—-P)(x—y).

x—y<0et x—P+y—P =<0, par conséquent (x—P+y—-P)(x—y)>0=a(x—P+y—P)(x—y)>0= f(x)> f(y)
On vient de montrer que images et antécédents sont rangés dans |'ordre inverse sur |—oo;f].

Par conséquent [ est strictement décroissante sur |-oo;p].

- Cas2:a<0
La démonstration est identique, cependant comme « < 0, on obtient des résultats opposés i.e f est strictement
décroissante sur [B;+oo|. et f est strictement croissante sur |—oo;f].
On retiendra donc que lorsque a>0 on a :

X —00 p +00

fx) \ /
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Et lorsque <0 on a :

Y

I

Observons sur deux exemples les représentations graphiques de fonction polynéme de degré 2.
Considérons les fonctions fi(x) = 3(x—4)%-2 et f)=—-(x+ D2 +1.
D'apreés le résultat précédent on connait leur tableau de variation que voici :

x —00 4 400

Hi® \_2/

puis

f2(x) / 1 \

On trace comme a I'habitude les représentations graphiques des deux fonctions fi et f>

A
6
4 A %flzy:3(x—4)2—2
2
-4 2 2 4 6 8 10 12 14
-2 4
—4
Cpy=—(x+D*+1
_6 4
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- T
Définition 4
| La représentation graphique d’une fonction polynéme f de degré 2 est appelée parabole et a pour équation

y=fx).

Exercice 9 :
Dans chacun des cas suivants, construire le tableau variation de f, puis tracer la courbe réprésentative de f.
2y _1)2 1\2
1. f(x)=-3(x—-1)*+2 4 flo)=7 x+§)
_ 2 _
2. f(x)=4(x+2)-5 5. f(x)=9(x+m2—1
3. fo)=-2x*+1 6. f(x)=—(x+1-V2)*+1.

&% Théoréme 3 : admis

Soit f une fonction polynéme de degré 2 et f(x) = cx(x—ﬁ)2+y sa forme canonique. La représentation
graphique de f admet la droite verticale d'équation x = comme axe de symétrie.

N ! 7

@ Exemple :
On donne f(x) = 2x% +6x—5. Retrouvons la forme canonique de f.
Déterminons les antécédents éventuels de —5 :

6
2x2+6x—5=—5(:>2x2+6x=0<=>x(2x+6)=0(:>x=0 ou 2x+6=0©x=—§=—3

Ainsi on a f(-3) =-5= f(0). Graphiquement on a une situation du type :

\ | A/ | | | R

\ -6 Criy=2x"+x-5

. -3+4+0 o .
Clairement p = =-1,5, a=2 et y est le minimum de f atteint lorsque x=-1,5.
9 9 9 56 47
Calculons f(-1,5) =2 x (-1,5)2-6%x1,5-5=——-9-5=——14=--"" =",
, . 4 4 4 4 4
En conclusion on obtient : 47

f(x)=2(x+1,5)* - "

Exercice 10
Dans chacun des cas suivants, retrouver la forme canonique de la fonction f.

1. f(x)=x*+2x-2 3. f(x)=3x*-12x—1
2. f(x)=3x*-5x+1 4. f(x)=-3x*+12+1
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II-3 Forme factorisée

Exercice 11
Dans chacun des cas suivants, montrer que f est une fonction polynédme de degré 2.

1. f=x-1D(x-2) 2. f)=R2x-1)(4-x)

&% Théoréeme 4

Toute fonction f pouvant s'écrire sous la forme f(x) = a(x—r)(x—1r') avec a #0 et r et r' deux réels
quelconques est une fonction polynéme de degré 2 écrite sous sa forme factorisée.

Remarque : La forme factorisée d'un polynéme est utile pour déterminer les antécédents de 0 (que I'on appelle
les racines) ou encore pour dresser le tableau de signe d'un polynéme.

@Preuve
é f@) =ax-nNx-r)=a@x®+r-r)x+rr')=ax*+a(-r—r')x+arr’ est donc bien une fonction polynéme
de degré 2.

%Exercice 12
On considére la fonction P définie sur R par P(x) = x> —8x+ 10 (il s'agit de la fonction issue du probléme
d'introduction).

1. Déterminer la forme canonique de P.
2. En déduire la forme factorisée.
3. En déduire les solutions aux problémes d'introduction.

4. Déterminer le signe de P en fonction des valeurs de x.

Exercice 13
Dans chacun des cas suivants, déterminer le signe tableau de signe des fonctions f en fonction des valeurs de
X

1. f(x)=Q2x+1)(-x+5) 3. f(x)=A-x)(1+x)
2. f(x)=(6x-1)3x+1) 4. f(x)=x*-5

Exercice 14
Reprendre les fonctions de I'exercice précédent et résoudre successivement chacune des inéquations ou équations
suivantes f(x) =0 puis f(x) <0 puis f(x) =0 puis f(x) <0 et enfin f(x)>0.
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