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Présentation succinte de I'auteur : Krazy Kat est un comic strip amé-

ricain créé par George Herriman et publié dans les journaux du pays, en semaine et

le week-end, entre 1913 et 1944. La premiére publication se fit dans le New York

Evening Journal de William Randolph Hearst. La série méle surréalisme, poésie in-

souciance enjouée, ce qui en a fait I'une des BD préférées des passionnés et des

critiques depuis plus de 80 ans. Les strips sont centrés sur une relation triangulaire
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Ignatz mais celui-ci le méprise, et passe son temps a chercher a lui lancer une brique
a la téte. Ce que Krazy interpréte comme une preuve d'amour. .. Pupp, en tant que
garant de |'ordre de la région de Coconino, fait tout pour empécher Ignatz d'arriver
a son but et enferme bien souvent la souris en prison. En dépit de la simplicité

de l'intrigue, la peinture des caractéres détaillée, a laquelle s’ajoute la créativité

verbale et visuelle d'Herriman, font de Krazy Kat I'une des premiéres bandes des-

sinées a avoir été considérée comme de |'art par les intellectuels. Gilbert Seldes,
célébre critique d’art de I'époque, écrivit en 1924 un long panégyrique du strip, le
qualifiant alors de « travail artistique le plus amusant, fantastique et satisfaisant
de I"’Amérique contemporaine ». Le poéte renommé E. E. Cummings, autre admi-
rateur de George Herriman, écrivit I'introduction du premier album de Krazy Kat.
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Généralités sur

les fonctions

Au fil du temps

Le concept de fonction a mis des siécles a s'établir en mathématiques. La notion intuitive comme relation entre plusieurs

quantités est assez ancienne, mais il faut attendre le XV I1¢ siécle pour qu'elle soit formalisée. Découvrir les fonctions,

apprendre a les représenter et a étudier certaines de leurs propriétés représente une partie importante du programme de

seconde.

— Clest le francais Pierre de Fermat (16010-1665) qui met en place la notion fondamentale d'équation d'une courbe,
associant donc ainsi les fonctions a une courbe du plan, et s'intéresse aux extrema de fonctions.

Fermat est essentiellement connu pour ses théorémes en arithmétique, notamment pour son grand théoréme, qu'il

prétendit avoir démontré dans une note de bas de page, mais dont la preuve ne fut trouvée qu'en 1994.

— En 1673, I'allemand Gottfried von Leibniz (1646-1716), a la fois philosophe et mathématicien, utilise pour la premiére
fois le mot « fonction » et introduit le vocabulaire.

Leibniz est essentiellement connu en sciences pour avoir découvert conjointement avec Newton le calcul infinitésimal,

c'est-a-dire dans I'infiniment petit.

— En 1698, le suisse Jean Bernoulli (1667-1748) reprit le terme et en donne une premiére définition. Il proposa alors la

notation f(x).

Bernoulli développa le calcul exponentiel et la théorie des probabilités.

— Euler, mathématicien formé par Bernoulli, adopte cette notation en 1734 et définit en 1748 une fonction d'une variable
comme combinaison d’opérations a partir de cette variable et de nombres constants.

Euler travailla essentiellement sur le calcul infinitésimal lui aussi et sur la théorie des graphes (utiliser pour les GPS)
En fait, le lien entre I'expression algébrique d'une fonction et sa courbe représentative en permet une étude plus
approfondie. Le concept de fonction et I'étude de leur propriété a révolutionné la recherche mathématique. jusqu'a
aujourd’hui.

Compte tenu du nombre incroyable d'applications en physique, en économie et dans quasiment tous les domaines, I'étude
des fonctions est I'un des objectifs majeurs du lycée en mathématiques.

Dans ce chapitre, nous allons essentiellement découvrir le vocabulaire, travailler les calculs et I'approche graphique.

Cependant, tout cela nous permettra également de réutiliser les différents ensembles de nombres, et d’introduire un autre
enjeux de la classe de seconde, la notion d'algorithme

Probléme d’introduction

Roméo souhaite au plus vite offrir une rose fraichement Juliette
cueillie a Juliette.
. ] ] ] Romeo
La situation est schématisée de la facon ci-contre.
5m 7m
2 Question : ?
L
Quel chemin doit prendre Roméo pour rejoindre

Allée des roses I

Juliette le plus toét possible ? |
10 m
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I) Notion de fonction

I-1 Définition et vocabulaire

< e ey

Définition 1
Une fonction est un procédé qui fait correspondre a un élément d’un ensemble de départ au plus un élément
d'un ensemble d'arrivée.
Fabriquer une fonction sur un ensemble D c'est donner un algorithme (une procédure ici calculatoire) qui a
chaque élément € D associe au plus un nombre, souvent noté f(z).

lllustration graphique

Fonction f

Ensemble de départ F Ensemble d’arrivée F'

Remarques :
— On note souvent une fonction f (mais on peut les appeler comme on veut).
— Un élément de E n'est pas forcément associé a un élément de F. On |'appelle alors valeur interdite de la
fonction.
Ici, d est une valeur interdite de f (mais pas e!).
— Un élément de E ne peut pas étre associé a plusieurs éléments de F'.
Ici, il ne peut pas y avoir une deuxiéme fléche partant de z.
— Plusieurs éléments de E peuvent étre associés au méme élément de F'.
Ici a et b sont tous les deux reliés a c.

Ll 7
@ Exemple :
Vous connaissez déja quelques fonctions en géométrie :
— Le périmétre d'un cercle est la fonction qui & tout réel positif R associe le réel P(R) = 27 R
L'aire d'un cercle est la fonction qui a tout réel positif R associe le réel A(R) = nR?
Le périmétre d'un rectangle est la fonction qui & tout couple de réels positifs (I; L) associe le réel Z(1; L) =
214+ L)
L'aire d'un rectangle est la fonction qui a tout couple de réels positis (I; L) associe le réel mathscrA(l; L) =
IxL

L'aire d'un triangle est la fonction qui a tout couple de réels positifs (b; h) associe le réel o7 (b; h) =

bxh

Le volume d'un parallélépipéde rectangle est la fonction qui a tout triplet de réels positifs (a; b; ¢) associe le
réel ¥ (a;b; c) = abe

Remarque : En classe de seconde nous intéresserons qu'aux fonctions dont |'ensemble de départ est contenu
dans R.
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( Vocabulaire

On note par exemple f la fonction qui a tout réel x positif associe le réel 5+ 3z+v/z + 2 de la maniére suivante :

f: RY =R
r —5+3xvr+2

On dit que 5+ 3zv/x + 2, noté bien souvent f(x) est I'image de x par la fonction f.
De la méme maniére, on dit que x est |'antécédent de f(x).

Remarque : Un nombre peut ne pas avoir d'antécédent comme en avoir plusieurs. Par contre I'image d'un
nombre, losrqu’elle existe, est unique.

&Attention !

Il n'est pas rare de confondre, et pendant des années, I'image du réel = par la fonction f, a savoir f(z) qui
désigne un nombre réel, avec la fonction f elle-méme qui désigne une fonction...

%Exercice 1 :
Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 2% —
1. Calculer f(—3), f(2) et f(-1).

2. Pourquoi I'image de 0 par f n’existe-t-elle pas?

6
.

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur R par :
flx)=2*—-22+3
Déterminer |'image des réels 0; 7; et V2 par f.

Déterminer les éventuels antécédents de 3 par f.
Montrer que, Vo € Ron a f(z) = (z —1)* + 2.

= o

Déterminer les éventuels antécédents de 2 et de —4 par f.

I-2 Ensemble de définition

I-2.1 Valeurs interdites

gf Exercice 3 :

4
Soit f la fonction telle que f(x) = ——3 Calculer I'image de 2, de 4 et de 3.
z —

= e ey

Définition 2
Par définition d'une fonction, un élément de départ peut ne pas avoir d'image, on dit alors que c'est une
valeur interdite.

On trouve les valeurs interdites en appliquant les deux régles suivantes :
— On ne divise pas par zéro
— On ne prend pas racine d’'un nombre strictement négatif

Il faudra donc toujours se poser les questions suivantes :
Dans I'expression de |'image,
— Y a-t-il un quotient ? Si oui, le dénominateur peut-il &tre nul ?
— Y a-t-il une racine? Si oui, la quantité dont on prend la racine peut-elle &tre strictement négative ?
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'@'Exemple :
1. Soit f la fonction définie par f(z) = 2% — 3z + 1. Déterminer les valeurs interdites.
. 3r—1
2. Soit g la fonction définie par g(x) = 4z E Déterminer les valeurs interdites.
— bz

3. Soit h la fonction définie par h(x) = v/—x + 1. Déterminer les valeurs interdites.

Remarque : On peut alors écrire :

g: R\{g} SR h: ]—o00;1] —R
f: R SR B v Vel
r a2’ -3z4+1 4— 5z

I-2.2 Ensemble de définition

< e ey

Définition 3 :
L'ensemble des réels possédant exactement une image par une fonction f est appelé ensemble de définition
de la fonction. On le note Dy.

Remarque : Pour trouver |'ensemble de définition il suffit de trouver |'ensemble des valeurs interdites.

-@"Exemple :
2
fw) = ——
f a une valeur interdite 1, par conséquent I'ensemble de définition de f est :
Dy =R\{1}

@7 Exercice 4 :

x2 =2
(x —1)(2z+3)
1. Déterminer les ensembles de définition de chacune des trois fonctions.

Soient les fonctions D, T et L définie par D(z) = 42® —x + 3, T'(z) = et L(xz) = vbx — 9.

2. Déterminer I'image de —1 par D, de 0, de —2 par T et de 2 par L.

47
3. Déterminer les antécédents de 3 par D, de 0 par T', de 4 par L, puis de 16 par D, de —5 par L.

I-3  En résumé

~

(@ Méthodes

1. Pour trouver I'image d'un nombre = par une fonction f, on remplace x par sa valeur dans |'expression
algébrique de f et on compte.

2. On trouve les éventuels antécédents d'un nombre y par une fonction f en résolvant I'équation f(z) = y.

3. On trouve I'ensemble de définition d'une fonction f en cherchant les valeurs interdites. Pour cela, on
applique les deux régles suivantes :

(a) On ne divise pas par zéro.

(b) On ne prend pas la racine d'un nombre strictement négatif.
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'@"Exemples :
— Soit g la fonction qui & un nombre x associe le nombre g(z) = 5 — 3z.
L'image de 0 est g(0) =5 -3 x 0 =5.

4
Chercher de méme I'image de 9 et celle de —2.

En fait, on peut toujours calculer I'image d'un nombre par la fonction g. Il n'y a donc pas de valeurs
interdites.
L'ensemble de définition de g est donc I'ensemble des nombres que vous connaissez i.e R. On a donc D, = R.

On peut également chercher les éventuels antécédents de nombres de I'ensemble d'arrivée.
Pour cela, on résout toujours une équation.
L'éventuel antécédent de 0 est le nombre x tel que g(z) = 0. On doit donc résoudre :

5-3:x=0
& 3p=-5
D 3y =5
DULNG

3

L'antécédent de O est §

Chercher de méme les éventuels antécédents de 4 et de —2.

3
— Soit ! la fonction qui & un nombre x associe le nombre [(z) = .
—
3 3
L'i 1 | N=—" -2
image de 1 par [ est le nombre (1) E oxi 1

Quelle est I'image de 07 de —47

En fait, on peut toujours calculer I(x) sauf si I'on est amené a diviser par 0, i.e si et seulement si
6 —2r=0<= 2 =3.

La seule valeur interdite est donc 3.

L'ensemble de définition de [ est donc tous les nombres sauf 3. On le note D; = R\ {3}

L'éventuel antécédent de 1 est le nombre tel que /(z) = 1. On doit donc résoudre

3

2

6 — 2z
— 3=6—-2r etx+#3
&5 3=-22 etzx#£3
é(;i) 3=2x etx#3
VLR

==

2

3
L'antécédent de 1 est donc —.

Quels sont les éventuels antécédents de 07
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'\@"Exemple :

Soit la fonction f qui a tout réel x associe le réel f(z) = 3vx + 2+ 11 — z quand il existe.
L'image de 7 par f est le nombre f(7) =3V7+2+ V11 —-7= 3V9+vV4=3x3+2=11.
Calculer I'image de 4.5, puis celle de 16.

En fait, on peut toujours calculer f(z) a partir du moment ol les valeurs sous les racines sont des quantités
positives. On doit donc avoir z > —2 et x <11, ie =2 <z < 11.

On note [—2;11] I'ensemble des nombres compris entre —2 et 11 inclus et on appelle cet ensemble un
intervalle.

On a donc Dy = [-2;11].

On sait que 7 est un antécédent de 11 par f, mais il en existe en fait un deuxiéme proche de 10.97. Pour trouver
le trouver exactement, on doit résoudre |'équation 3v/x + 2++/11 — x = 11, qui est trop compliquée en seconde.
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IT) Algorithmie

.

~

( Un peu d’histoire

Dans I'antiquité, les mathématiques sont utilisées pour les besoins quotidiens, tels que des calculs d'aires de
champs, d'impots lors des crues du Nil, de constructions. Elles servent aussi a résoudre des problémes dans
lesquels figure une (ou plusieurs) quantité inconnue a trouver.

Vers 1800-1500 avant JC, les Babyloniens savent déja résoudre des équations du 1" et du 2" degré. On
parle de "chose” a trouver et on suit un discours logique phrasé (peu clair pour nous aujourd'hui) pour arriver
a une solution.

Ce n'est qu'au VIII® siécle, avec I'introduction de la numération positionnelle, des chiffres arabes et du zéro,
que la théorie générale prend place peu a peu. Le point de départ est de désigner dans des calculs I'inconnue
par un symbole (aujourd'hui souvent la lettre x) puis de mettre en équation les problémes.

Rapidement, on comprend I'intérét d'une telle méthode. C'est Al-Khawarizmi qui le premier s'intéresse a cela
et classifie les différents types d'équations, afin que dans chaque probléme, on n'ait plus qu’'a reconnaitre le
type d'équation et suivre la méthode générale appropriée, menant a la solution. Le mot algorithme découle
de son nom et désigne aujourd'hui une procédure a suivre, a partir d’un élément donné, pour arriver a
une solution unique.

Jusqu'au début du XIX®, trouver des algorithmes de résolutions d'équations constituent la préoccupation
principale des algébristes. lls développent la notation symbolique et la conventionnent : au XVI® Viete sépare
I'alphabet en deux, le début désignant plutét les paramétres, la fin les inconnues, ce qui est encore utilisé de
nos jours. On catégorise les équations suivants leurs paramétres, leur degré et leur nombre d’'inconnues, afin
de généraliser le plus possible leur résolution.Parallélement, la notion de fonction prend forme.

Les équations de degré 3 sont résolues par les italiens Tartaglia et Cardan au XVI® siécle, et celles de degré 4
par |'éléve de ce dernier, Ferrari. L'histoire des formules de résolution s'arréte |3, car le francais Evariste Galois
(1811-1832) montre au XIX® qu'il est impossible de trouver des formules de résolution pour les équations de
degré supérieur ou égal a 5.

g

( Définition 4

| Un algorithme est une suite d'instructions, qui, une fois exécutée correctement, conduit a un unique résultat.

'\@"Exemples :

Indiquer un itinéraire allant d'un lieu & un autre, une recette de cuisine, télécharger un ficher, compresser des
données, les jeux vidéos, les feux tricolores, les lumiéres de la tour Eifel, le pilote automatique des avions, la
cryptographie (codage de messages) ...

En mathématiques, vous connaissez déja I'algorithme d'Euclide qui permet de trouver le pgcd de deux nombres
entiers positifs.

Les Babyloniens suivaient un algorithme trés performant pour trouver une valeur approchée de la racine carré
d'un nombre.

Dans ce chapitre, nous allons écrire un algorithme pour calculer les images d’une fonction donnée.

-@'—Exemple : Vocabulaire, démarche et rédaction

D. Zancanaro, Lycée Jean Durand, 2°9°/ 2010-2011

Dans certains magasins, en période de soldes, le prix figurant sur un article correspond au prix sans la remise
et une étiquette précise —20%, —30% ...

On voudrait écrire un algorithme, puis un programme sur Algobox, qui détermine le montant de la remise ainsi
que le prix a payer.

1. Détermination des variables : analyse préliminaire

(a) Quelles sont les informations initiales dont nous avons besoin ?
On les appelle les entrées de I'algorithme.

(b) Que doit-on calculer?
On prendra I'habitude de faire afficher le(s) résultat(s) de I'algorithme, que I'on appelle sortie(s).
L'ensemble des données de I'algorithme pouvant variées (entrées-sorties) sont les variables.

2. Rédaction du processus francais : I'algorithme

On commence toujours un algorithme en énoncant les variables mise en jeu (désignées par des lettres), et en

7/ 19
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3.

précisant leur nature (nombre, mots ...)

Saisir une donnée permet a |'utilisateur d'attribuer une valeur a une variable (ce sont les entrées).

Affecter une donnée permet a I'algorithme d'attribuer une valeur a une variable (on peut aussi utiliser le symbole
—)

Afficher permet a I'utilisateur de voir un texte (entre guillemets) ou la valeur d'une variable a I'écran. Compléter
I'algorithme suivant :

LD Algorithme 1 : Calcul d’une remise et d’un nouveau
° montant

Variables

viey waeey weeey ... SONE des nombres réels

Début
Saisir ...
Saisir ...
Affecter a ... la valeur .........
...... — ..
Afficher " Le montant de la remise est " ...
Afficher " Le prix a payer est " ...

Fin

La programmation : sur Algobox et sur TI
Trouver comment programmer cet algorithme sur Algobox et sur votre calculatrice.

Remarques :
— Pour fonctionner, un algorithme doit contenir uniquement des instructions compréhensibles par celui qui devra

|"exécuter

— En mathématiques, les algorithmes consistent par exemple en des suites d'opérations a effectuer (pour les

fonctions notamment), ou des suites de manipulations a faire (pour construire une figure géométrique).
On considére pour acquises les connaissances du collége, et I'on pourra donc les utiliser comme instructions.

— On peut alors voir une fonction numérique comme une machine, dans laquelle on introduit un nombre et en

ressort un nombre transformé ou modifié, suivant un algorithme de calcul donné.

Nombre Machine Nombre transformé

x f f(z)

Antécédent Fonction Image

'\@"Exemple :

Considérons la machine f qui retranche 3 et éléve au carré.

Si on rentre le nombre 0, il en ressort 9, ou encore |'image de 0 par f est 9, ou encore f(0) =9

Si on rentre 3, il en ressort 0, ie I'image de 3 par f vaut 0, ie f(3) = 0.

Si on rentre le nombre —4, il en ressort 49, ou encore |'image de —4 par f est 49, ou encore f(—4) = 49
Si on rentre v/2, il en ressort (V2 — 3)%, ie f(V2) = (V2 - 3)2.

Si on rentre z, il en ressort (z — 3)?, ie f(z) = (z — 3)%.

Ici, on a décrit la fonction numérique f :  — (x — 3)? dont I'ensemble de définition est R, par I'algorithme
calculatoire :

r— gz — 3 (z—3)>

L'algorithme détaillant les étapes de calcul et donnant en sortie I'image d'un nombre est le suivant :
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Q Algorithme 2 : Fonction

Variables
x, Y, a sont des nombres réels

Début ou encore
Saisir x
Affecter & a la valeur x — 3
a? >y
Afficher y

Fin

%’3 Algorithme 3 : Fonction

Variables
x, y sont des nombres réels

Début
Saisir x
Affecter a y la valeur z — 3
y* =y
Afficher y
Fin

On aimerait désormais écrire un algorithme donnant les éventuels antécédent d'un nombre par la fonction f.
Par exemple, un antécédent de 9 par f est 0, car on a vu précédemment que f(0) = 9. Mais il en existe peut-&tre
d'autres.

Pour tous les trouver, on doit résoudre f(z) =9. Or

(x—-3?=9 < r-3=3our—3=-3
< zxz=6o0oux=0

Donc les antécédents de 9 par f sont 0 et 6.
Un antécédent de 0 par f est 3. On peut vérifier que c'est le seul en résolvant I'équation (z — 3)* = 0.
Par contre, —1 n'a pas d'antécédent par f, car I'équation (z — 3)?> = —1 n'a pas de solutions.

L’algorithme cherché est :

LD Algorithme 4 : Antécédents

Variables
1, T2, Y, @, b sont des nombres réels

Début
Saisir y
Si (y < 0) Alors
| Afficher y "n’a pas d’antécédent par f"
Sinon
Affecter a a la valeur /y
Affecter a b la valeur —/y
Affecter & z1 la valeur a + 3
Affecteur a x5 la valeur b+ 3
Afficher "Les antécédents de" y "sont" x; "et" x5
Fin Si
Fin
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gf Exercice 5

On choisit un nombre, on lui ajoute 4, on éléve le résultat au carré, on retranche 16 et on divise le tout par le

nombre de départ.
Quelle est la fonction blop décrite par cet algorithme ? Quelle est I'image de 47 Que vaut blop(0) ?

Exercice 6 : LD Algorithme 5
[
Décrire la fonction associée a |'algorithme ci-contre
et donner son ensemble de définition. Variables

x et y sont des nombres réels

Début
Saisir x
Affecter a y la valeur V22 + 5
Afficher y

Fin

Exercice 7

Ecrire un algorithme permettant de déterminer les antécédents de n'importe quel nombre réel y par la fonction

f définie sur R par f(z) =3z +1

D. Zancanaro, Lycée Jean Durand, 2"/ 2010-2011
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IIT) Représentation graphique d’une fonction

ITI-1 Deéfinition

On peut associer a une fonction un tableau de valeurs (que I'on trouve & la calculatrice). Il comporte deux lignes,
la premiére regroupe les antécédents x et la seconde les images f(x) correspondantes.
On peut alors placer les points de coordonnées (z; f(x)) dans un repére (O;I;.J) du plan.

-
< P
Définition 5
La courbe représentative % (ou encore représentation graphique) d'une fonction f définie sur D est
I'ensemble des points de coordonnées (z; f(z)) ou x parcourt Dy.
€ Df
f@)=y.

On dit que la courbe € a pour équation y = f(x) dans le repére choisi.

Autrement dit : M (x;y) € €7 si et seulement si

'\@"Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2% —1. Compléter le tableau de valeurs suivant grace a la calculatrice :

z |-2|-1|-05]0|1]2]3
f(z)
Représenter dans un repére orthonormé les points de coordonnées (z; f(x)).

Imaginer alors I'allure de la courbe représentative € de la fonction f.
Le point A(1.5;1.25) appartient-il & €} 7 Et le point B(0.5;—0.7) 7

-J
I

I |
Remarque : Pour tracer la courbe représentative d'une fonction, on relie les points du tableau de valeurs avec le
plus de cohérence possible. On prendra toujours un tableau avec au moins 10 valeurs et on consultera le tracé de
la courbe sur la calculatrice pour s'aider.
Néanmoins, on ne sait pas exactement comment varie la fonction entre deux points de la courbe, ni en dehors du
graphique.
Pour étre plus précis, il suffit d'agrandir le tableau de valeurs en diminuant le pas.
Cependant, pour prévoir I'allure d’une courbe, nous allons étudier ses variations. |l est utile de consulter le tracé de

la courbe sur la calculatrice avant d’effectuer son propre tracé.
Observons la représentation graphique suivante d'une fonction f :
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T8
¢y
__3 .
—4 4
R

Sans connaitre a I'avance son allure i.e ses variations (savoir quand elle est croissante (quand elle monte) et savoir
quand elle est décroissante (quand elle descend) il aurait été facile de tracer une courbe a I'allure bien différente...
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( )
. (@ Utilisation de la calculatrice

Pour obtenir un tableau de valeurs (et la courbe representatlve d'une fonction) a la calculatrice graphique :

— On rentre la fonction considérée dans ou dans | f ou dans | Menu | + | Graph |.

— On régle les paramétres du tableau de valeurs (premlere, derniére valeur de z et pas) dans le menu | Table

+ (Jjaune + F4) ou dans (jaune + F2) ou dans| Menu | + | Tab|e| + :

CASIO TI
Start=... ThblStart=...
End=... ATbl=...
Pitch=...

— On régle les paramétres de la fenétre graphique (début et fin du z, début et fin du y, échelle) dans le menu

Graphe | + | windowset | (jaune + F 7) ou dans ou dans | Menu | + | graphe | + :

CASIO TI
Start=... ThblStart=...
End=... ATbl=...
Pitch=...

— On affiche le tableau de valeurs dans le menu (jaune + F5)

— On affiche la courbe représentative dans le menu .

Remarque :
Toutes les courbes ne représentent pas des fonctions.
On s'appuie sur la définition pour le comprendre.
En effet, un élément ne peut avoir plusieurs images.

Ci-contre, on constate que le nombre 4 posséde deux
images : —1 et 4.
La courbe ci-contre n’est donc pas représentative d'une
fonction.

@-Exemples :
?

Tracer les courbes représentatives des fonctions f, g et h définies sur R par

f(z)=3 glx)=2x+1 et h(z) = —2x+1
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III-2 Lecture graphique

Travail de I'éléve : Reprendre |'une des courbes tracées précédemment et répondre a des questions de lecture
graphique, telles que ensemble de définition, image, antécédents, signes ...

( )
@ Méthodes pour déterminer graphiquement

— Un ensemble de définition : On détermine I'ensemble des abscisses de tous les points de la courbe
représentative.
Puis on le décrit sous la forme d'un intervalle ou d'une réunion d'intervalles, en faisant attention aux bornes
(crochets ouverts ou fermés).

— L’'image f(a) d’un réel a : On place sur la courbe le point d’'abscisse a et on lit son ordonnée.

— Les éventuels antécédents d’un réel b : On place sur la courbe tous les points éventuels d'ordonnées b
(on peut les mettre en évidence en tragant la droite paralléle a I'axe des abcisses passant par le point (0;b)
d'équation y = b) et on lit leur abscisses.

IT1-2.1 Reésolution graphique d’équations

Travail de 'éléve : Soient f, g et h trois fonctions définies par le graphe suivant :

| e
| |

o
-l
\

Résoudre :
1. f(z)=2
2. f(x) = h(zx) puis, f(z) = g(z) et enfin g(x) = h(z)
3. f(z) <2, puis g(z) > 1
4. f(z) = h(z) puis f(z) < h(z)

Soient deux fonctions f et g définies sur un intervalle I, k € R
Cas particulier : Résolution de f(z) =k sur I.

Déterminer sur un intervalle I les solutions de f(z) = k revient a trouver tous les antécédents de k appartenant a
1.
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~N

Méthode pour résoudre graphiquement f(z) = g(z)

Pour résoudre cette équaiton graphiquement, on trace la courbe représentative C'y de la fonction f, et la
droite d d'équation y = k (horizontale).

Les solutions de I'équation sont les abscisses des éventuels points d'intersection de C et d.

Exemple _
%

ésoudre graphlquement sur R I'équation Cy

(x—4)?+1=3 4

Soit f:x — (z —4)* + 1 définie sur R et k = 3.
Donc S = {z1;x2}

Méthode pour résoudre graphiquement f(z) = g(z)
On trace sur I les courbes représentatives Cy et Cy respectivement des fonctions f et g.
Les solutions de I'équation sont alors les abscisses des éventuels points d'intersection de C et C.

Exemple
8

ésoudre graphlquement sur [—1; +oo] I'équation
(-4 +1=Vr+1

Soient f : x — (x — 4)* + 1 définie sur R et
g:x — vVa+ 1 définie sur [—1; 4o00[.
Donc S = {z1;x2}

IT1-2.2 Reésolution graphique d’inéquations

Méthode pour résoudre graphiquement f(z) < g(z)
On trace sur I les courbes représentatives Cy et Cy respectivement des fonctions f et g.
Les solutions de I'équation sont alors les abscisses des éventuels points de C'y se trouvant au dessous de C|,.

“oFExemple :
% p

En prenant les deux exemples ci-dessus, on trouve S =|z1; z2[ dans les deux cas.

Exercice 1.
1. (a) Développer (z —1)* (z + 2)
(b) Résoudre alors léquation 2° — 32 +2 = 0
2. On considére les fonctions h et k définies sur R par : h(z) = 23 et k(z) = 3z — 2
(a) Tracer soigneusement les représentations graphiques %, et 65 de h et k sur intervalle [—2; 2].

(b) Déterminer graphiquement les coordonnées des points communs de %, et 6.

w

. A T'aide de la question 1), retrouver ce résultat par le calcul.

4. Résoudre graphiquement 'inéquation h(z) <1
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I1I-3 Symétrie éventuelle
Dans cette partie on considére uniquement des fonctions définies sur R. Pour des fonctions non définies sur R il

est aisé d'étendre la définition, en considérant des fonctions définies sur un intervalle centré autour de 0.

III-3.1 Fonction paire

o e ey

Définition 6 :
Une fonction est paire si et seulement si sa représentation graphique est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées.

'\@"Exemple :

On considére la fonction qui a x associe 2 4+ 1. Voici sa représentation graphique, comme elle est symétrique
par rapport 3 I'axe des ordonnées, on conclut que cette fonction est paire.

iV T

<.

=

Remarque :

— Si I'on connait le tracé de la représentation graphique d'une fonction f, paire, sur [0; +00[, on en déduira son
tracé sur | — oo; 0] par symétrie.

— Observons sur la courbe précédente les points A et B. Comme la fonction est paire, A et B ont la méme
ordonnée i.e si f est une fonction paire alors :

VeeR  f(z)=f(-2)

La réciproque de ce résultat est vraie, si f(z) = f(—x) pour tout = € R alors f est une fonction paire.
Par conséquent on peut prévoir, a I'aide de ce résultat et sans la courbe d'une fonction, si elle est paire ou non.

D. Zancanaro, Lycée Jean Durand, 2"/ 2010-2011 16/ 19


http://www.wicky-math.fr.nf

Généralités sur
Chapitre 3 wicky-math.fr.nf les fonctions

Exercice 1 _:
Voici la courbe d'une fonction f définie sur R. Compléter le tracé ci-dessous :

/" Exercice 2
On considére la fonction définie sur R par :

flx)=2*+5

Montrer que f est paire.
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IT1-3.2 Fonction impaire

- P

Définition 7
Une fonction est impaire si et seulement si sa représentation graphique est symétrique par rapport a I'origine
du repére.

“o-Exemple :
% p

On consideére la fonction qui a = associe z>. Voici
sa représentation graphique, comme elle est symé-
trique par rapport a |'axe des ordonnées, on conclut
que cette fonction est impaire.

Remarque :

— Si I'on connait le tracé de la représentation gra-
phique d'une fonction f, impaire, sur [0;+oc[, on
en déduira son tracé sur | — 0o; 0] par symétrie.

— Les points A et B sont deux points de la repré-
sentation graphique de f symétriques par rapport a
I'origine du repére, par conséquent leurs ordonnées
sont opposées et on a f(x) = —f(—x) pour tout
x € R. La réciproque de ce résultat est vraie. D'ol
la propriété suivante :

4 Propriété 1

Une fonction f est impaire si et seulement si

f@)=—-f(-z) VzeR
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IT1-3.3 Fonction périodique
On peut lire sur wikipédia, la définition suivante des fonctions périodiques :
- T
Définition 8 :
une fonction périodique est une fonction qui lorsqu’elle est appliquée a une variable, reprend la méme valeur
si on ajoute A cette variable une certaine quantité fixe appelée période

Y ! 7/

-@-Exemple :
Des exemples de telles fonctions peuvent étre obtenus a partir de phénoménes périodiques, comme |'heure
indiquée par la petite aiguille d'une horloge, les phases de la lune, etc. On étudiera a la fin de I'année, les
fonctions trigonométriques, qui sont de trés bon exemples de fonctions périodiques. Observons la représentation

graphique d'une fonction périodique, de période 2 :

\ .
\ I = \ !
\ ' J \ '
\ | ! \ | !
D [ N AT T
v\ -5 ; \ 5
\ ! i \ II
\ ! \
\ l \ 1
A) ! \ /
\N_7

\\-/

Ici on a représenté une fonction f sur [—4;4], puis en pointillé on a reproduit par symétrie la courbe sur [—6; 6].
Remarquons que cette fonction est aussi paire, puisque sa représentation graphique est symétrique par rapport a I'axe

des ordonnées.
/" Exercice 3 :
Ci-dessous la courbe représentative d'une fonction f sur l'intervalle [0; 27]. Sachant que f est périodique de
période 3, représenter graphiquement la fonction f sur [—2; 47].

~

| |
I T I T
w0 ® T \\7 °
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