Chapitre 3 wicky-math.fr.nf Trigonométrie

N
[ EXERCICES : TRIGONOMETRIE

Exercice 1.

1. Convertir en radian les mesures d’angles suivantes exprimées en degré :
15°, 40°, 50°, 63°, 125°.
2. Convertir en degré les mesures suivantes exprimées en radian :

3n 117w T 1771
10’ 12’ 36’ 25 °

)

L
6

Exercice 2. Construire les points A, B, C, E et F du cercle trigonométrique de centre O sachant que :

- — i - - T - — 51 - — T — — T
(l,OA)—g ; (l,OB)—g ; (z,OC)——€ ; (l,OE)——Z et (OF, ])_§
On se placera dans un repere (O; i f) orthonormal direct ce qui signifie que les vecteurs i et f ont pour longueur 1 et de
s> W
lus (i;j) = —.
plus (i; j) >
Exercice 3. Sur le cercle trigonométrique 4 de centre O ci-dessous, les points A et B sont tels que :

[0A =45° et [OB = -120°

Donner une mesure en radians des angles orientés :

1. (OI,0A) 2. (O1,0B) 3. (OB,0A)

Exercice 4. Montrer que pour tout réel x on a : (cos x +sin x)2 + (cos x —sin x)2 =2
Exercice 5. Donner la mesure principale de chacun des angles suivants en radian :

38n 11n 507
oa=——rad ; fp=———rad et y=——rad
9 12 7

. o T 13n . . R L -
Exercice 6. Les réels = et — sont-ils des mesures en radians d’'un méme angle orienté ? Donner la mesure principale

) Lo 17n
d’un angle orienté dont une mesure est — 3

Exercice 7. Dans chaque cas, déterminer la mesure principale de I'angle dont on donne une mesure en radians.
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51 101 18571
1. — 3. —— 5 —
4 3 6
9 a7 17n
. 3 4, 1357 " 13
Exercice 8. Calculer la valeur exacte de
51 . (4w 791
1. cos|— 2. sin|— 3. cos|—
3 3 6

Exercice 9.

U 25m . - . . , N N
1. Onpose x = 3 et y = ———. Dire, en justifiant, si x et y sont des mesures en radians d'un méme angle orienté.

2. On considere le point M sur le cercle trigonométrique de centre O et d’origine I. Dans chacun des cas suivants,
déterminer la mesure principale en radians de I'angle (OI; OM), dont une mesure en radians est :
@ (51;0'1\7[) __4m (b) ((71; 51\7[) =2014
3

Exercice 10.

1. Résoudre dans R1'équation
2cos’x+cosx—1=0

2. Représenter les solutions sur le cercle trigonométrique.

Exercice 11. A, B, C, D et E sont des points tels que :
—_ — 27 —_— — 614 —_— — 5T
(AB;AC) =L (AC;AD) =1 et (AB;AE) =2
3 6 6

Montrer que A, D et E sont alignés.

Exercice 12. On veut résoudre I'équation (E) : V3 cos x = sin x dans l'intervalle [0; 27[.

1. Démontrer que si x est solution de 'équation (E) alors x est aussi solution de 'équation

1
cos? x = —
4

1
2. Résoudre alors I'équation cos® x = 1 dans [0;2m7[.
3. Expliquer pourquoi cos x et sin x doivent avoir le méme signe.

4. En déduire les solutions de I'équation (E).

Exercice 13. Calculer sin x et cos x sachant que 'on a:

2sinx+4cosx=5

Indication : On pourra utiliser la relation cos® x +sin® x = 1

| A

Exercice 14. Soit ABC un triangle rectangle en A tel que (B_C) ; E&) = n notera BC = 2a.

.0
. Démontrer que :

1. Oestle milieu de [BC] et H le projeté orthogonal de A sur [BC

AOH=1
4
2. En déduire que :
2
AH=0H= a%
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3. En déduire enfin que :

AB=a\/2+V2

- . . . bl . T
4. Utiliser le triangle AHB pour déterminer cos — et sin 3

— — T

Exercice 15. ABCD est un carré tel que (AB,AD) = —

AEB et BCF sont des triangles équilatéraux tels que
—_ — e —_— — s
(EA,EB) = 3 et (FC,FB) = —

On se propose de démontrer que les points D, E et F sont
alignés en utilisant les angles orientés

C
1. (a) Démontrer que le triangle ADE est isocele

. —_— — 57
(b) Démontrer que (ED,EA) = —

2. Déterminer une mesure de (EE, ﬁ:) et en déduire une
mesure de (EB,EF)

3. (a) Utiliser la relation de Chasles pour calculer une
mesure de (ED, EF)

(b) Conclure

D

Exercice 16. Sur un cercle trigonométrique %, on considere les points A et B tels que :

—-— 7 —~ 3
(OI,OA):%T et (O1,0B) = - 2%

Déterminer la mesure principale des angles suivants : '

1. (OA,0)) 2. (0J,0B) 3. (OB,0A)

Exercice 17. En utilisant les valeurs remarquables, calculer les réels suivants :

7n . ( T[) ( 971) . 10w
cos —, sin|——|, cos|——|, sin
6 2 4 3

Exercice 18. Résoudre dans R les équations suivantes :

b . L 1 . n
1. cosx=cos— 2. sinx =sin— 3. cCoOSX=—— 4. sinx=—CoSs —
4 6 2 4

4
Exercice 19. Soit 0 € [11;2n] tel que cos® = —— alorsona:

1. sinf<0 9 sin?f= L 3. sin6=0,6
5

4. sinB=-

Exercice 20. Soit 0 €

m 3n . 1
—;— | tel que sinB = — alorson a:
2 2 4

1. cos0=<0 2. cos@=§
4

15
3. cos@:—g 4. cosezg

1
Exercice 21. Sur I'intervalle [0;27], les solutions de I'inéquation cos0 = —— sont :

1. On pourra utiliser la relation de Chasles
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—-21 2m 21 4m 47 27 47
— —_— = 3. |[—;27n 4. ; U|—;2m
3 3 3 3 3 3 3

Exercice 22. ABC est un triangle rectangle en A et de sens direct tel que AB = 2AC.

ACD est un triangle isocele et rectangle en C de sens direct et BAE est un triangle équilatéral direct
1. Réaliser une figure.

2. Donner, en justifiant, la mesure principale des angles orientés :

(@ (AD;AE) (b) (CB;AD) © (EA;BC)

Exercice 23. Simplifier le plus possible les expressions :

B¢ b 3n 3n b1 T
1. A= cos0+cos§ +C0S— +C0S— +COST 2. B=cos(-m) +cos(—T) +cos(—§) +COS(_Z)

Exercice 24. A l'aide des propriétés sur les angles associés, calculer la valeur exacte de :

81 i 18m 51 . 357
1. cos— 2. sin|——— 3. cos|—— 4, sin|———
3 4 6 4

Exercice 25.

1. Placer au mieux sur le cercle trigonométrique les points repérés par les réels :

2n. 4mn 6m  8m  10m = 12n
7 7 7 77 7 77
2. Onpose:
2 4 6m 8n 10m 12n
¥ =Cc0S — + C0S — + COS — et ' = cos — + cos — + cos —
7 7 7 7
.21 L o4m . bm , . 8m . 107 12w
Z=s1n7+sm—+s1n7 et Z=sm7+sm—+sm7

1. Comparer . et.?’, puis Zet X',
2. Calculer Z et X'

Exercice 26. A 'aide d'un cercle trigonométrique, donner toutes les valeurs possibles de x vérifiant :

3 3
1. cosx= 5 etsinx = —7, X € [—m;m]. 3. cosx= —7, x € [—m;3m].

. V2
2. cosx = > etsinx = EX xeR. 4. cosx=0etsinx=-1, xeR.

Exercice 27.

3 1
1. B estun angle situé dans ] — ;1] dont on sait que cos = — £ etsinf = 7 Que vaut 0 (en radians) ?
T . 4
2. B estun angle de [E; T[] tel que sinB = 5" Calculer cos0 et tan0

2
3. B estun angle de ] — ;0] tel que cosO = 3 Calculer sinf et tan 0

4. B estun angle de ] — ;0] tel que tan® = 2. Calculer cos6 et sin0

. . . , . L
Exercice 28. Dans cet exercice, on dispose de la donnée suivante : tan 3 =v2-1

0 1 t smx
nra elle que tan x =
ppelle g —

n
pourtouthDotlD=R—{§+knof1k€Z}

9In
1. Démontrer que pour tout x € D : tan(5 + x) = tan x. En déduire la valeur exacte de tan —.
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1 . b . . T
2. Démontrer que pour x€ D: 1+ tan®x = ———. En déduire la valeur exacte de cos m puis de sin —.
cos® x

5
3. Calculer la valeur exacte de cos %[

. . b1
Exercice 29. Dans cet exercice on donne : tan 12 =2-V3

B¢
1. Soit x€ ]0; > [ Démontrer que :

1
tanx

i
tan (E - x) =
2. En déduire que :

571
tan— =2+V3
12

Exercice 30. Résoudre les équations suivantes dans I'intervalle I

V2 ) . (37[) B
== =l-T: 3. sinx =sin|— I=|—;m
1. cosx 5 [=]-m;0] 4 [2 [
. 2 T
2. sinx=—— I=1[0;2m[ 4, cosx:cos(—) 1=1[0;2m[
2 4

Exercice 31. % et ¢’ sont deux cercles de centres respectifs O et O’ et de méme rayon r = 2 cm.

— — T
On suppose que ces deux cercles se coupent en deux points A et B avec (OA,OB) = 3

1. Quelle est la nature du quadrilatére OAO'B
2. Calculer la distance OO’ et la distance AB

3. Calculer le périmetre et I'aire de la surface d’intersection des deux disques (délimité par les deux arcs AB)

Exercice 32. Soit a un nombre réel quelconque.

Démontrer que I'équation trigonométrique d’'inconnue x, cos x = cos a, admet au moins une solution supérieure ou égale

a 100.

Exercice 33. Soit le point A(2;0) dans le plan orienté muni
d’'un repére orthonormé d’origine O, M est un point du
cercle ¥ de centre O qui passe par A et ¥ la droite d’équa- % A
tony=x. 21
On considere M’ le symétrique du point M par rapport a d. ’ .
Posons a une mesure de I'angle (a&, _0—1\7[) et f une mesure | 4 M
de l'angle (6&, oM’ )

Montrer que, quelle que soit la position de M sur ¢, on a :

..__}...-""

sin®a+sin’p =1
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Exercice 34. Un éleve propose deux nouvelles formules a ajouter aux formules trigonométriques classiques :
cos2a=2cosa et sin2a =2sina

Ces deux formules sont-elles :
— vraies pour tout nombre réel a?
— vraies pour quelques valeurs de a? Si oui, lesquelles ?

— fausses pour toute valeur de a ?

Exercice 35. Géogébra
On considere le cercle trigonométrique associé au repere orthonormé direct (O,1,]). On place sur ce cercle un point A

associé au réel o, c’est-a-dire (OI;OA) =a [27] et un point M associé au réel x.

On construit le point M’ symétrique de M par rapport a la droite (OA). On appelle x" un réel associé a M'.>
Le but de cet exercice est de trouver une relation entre les nombre x, x’ et .

A

.
1.95 ~fad
0.48 rad I

\]

1. Réaliser la figure avec un logiciel de géométrie dynamique et, pour une valeur de a fixée qu’on choisira, faire bouger
le point M.

2. Pour chaque position de M, noter la valeur de x et celle de x'.
Conjecturer une relation entre x, X' eta.

3. Reprendre les deux questions précédentes avec une autre valeur de a.

4. Démontrer la conjecture.

Exercice 36. Dans un repére orthonormal (O; l?,f) on donne les points A(=2V/3;-2) et B(-3;3V/3). Construire les points A
et B3

2. On admettra qu'une symétrie axiale transforme un angle orienté en un angle orienté de mesure opposé.
3. Calculer un couple de coordonnées polaires de chacun des points et utiliser les deux sortes de coordonnées pour les placer avec précisions
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Exercice 37. Résoudre, sur R, les équations suivantes :

1. sin®0= % 2. cos20 = % 3. sin(20) = cos0O

Exercice 38. Algorithme
PARTIE A.
On donne l'algorithme suivant :

LD Algorithmel :

Données: a et tour sont deux nombres réels
Entrer a
tour :=2m
Tant que ( a > 1t ) Faire
a:=a-tour
Fin Tant que
Afficher a

1. (a) Indiquer la sortie de cet algorithme pour les valeurs de a en entrée suivantes : 0, 7t, 37 et 10.
(b) Que fait 'algorithme?
(c) Indiquer la sortie de I'algorithme pour a = —3m.
2. (a) Modifier I'algorithme pour qu’il donne la mesure principale d'un angle de mesure a.
(b) Programmer I'algorithme modifié a la calculatrice ou a I'aide d'un logiciel.
PARTIE B.
Soit x; et x» deux nombres réels quelconques.

1. Proposer un algorithme qui, a partir d'une mesure a en radians d'un angle, donne toutes les mesures de cet angle
qui appartiennent a I'intervalle [x; x2].

2. Programmer cet algorithme.

Exercice 39. Un escargot se déplace dans un potager rectangulaire de dimensions 3 m x 4 m
Un repére orthonormé (O, ,]) est tracé sur le sol tel que :

— O estle centre du potager;
— Ol a pour direction la longueur du potager;
— le plan est orienté.

! en suivant I'axe des abscisses dans le sens positif pendant 1

Lescargot part de O et avance a la vitesse de 6cm.min"
. . , T . . . - . .
minute, puis tourne d'un angle de 5 Il poursuit son chemein pendant 1 minute, tourne encore et ainsi de suite. Arrivera-

t-il sur une des clotures en moins de 2 heures?
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Exercice 40. Deux disques Z et 2, de rayons R et R/, tounent dans le méme sens autour de leur centre respectif O et O'.
M et M’ sont deux points de la circonférence de ces disques. A l'instant ¢ = 0, M et M’ sont respectivement en A et A’. On
admet qu’a chaque instant les points M et M’ ont parcouru des distances identiques.

Ml

o A

Le but de ce probléme est de voir si M et M’ peuvent se retrouver dans la méme position &8 un moment ou un autre.
PARTIE A.

1. Soit x et x’ le nombre de tours effectués respectivement par le disque & et par le disque 2’ a un instant donné ¢.
(a) Montrer qu’'al'instant ¢ la distance parcourue par le point A est 2nxR.

(b) Montrer que 2nxR = 2nx'R’.
(c) Que représentent les nombres 2 xR et 2x'R’ pour les angles (O_A: 61\2) et (OA'; OM') ?

2. Supposons qu’al'instant ¢ le point M se trouve en A et le point M’ se trouve en A’.
(a) Montrer qu'il existe alors deux entiers naturels k et k" tels que 2nxR = 2nkR et 2nx'R’ = 2k'nR’.
(b) En déduire qu'il existe alors deux entiers naturels k et k" tels que kR = k'R’

3. Réciproquement, supposons qu’il existe deux entiers naturels k et k' tels que kR = K'R’. Démontrer qu’il existera un
instant ¢ # 0 ot les points M et M’ de ces deux disques se trouveront en méme temps respectivement en A et A’

PARTIE B.
Dans chacun des cas suivants, indiquer aprés combien de tours les points M et M’ se trouveront en A et A’ pour la
premiere fois.

1. R=10etR =5. 2. R=12etR =18. 3. R=1etR = V2.

PARTIE C.

Considérons la situation ot1 R = 12 et R’ = 18. Mais cette fois-ci a I'instant 0, le disque de rayon R a un quart de tour
d’avance sur le disque de rayon R'.
Est-il possible que les points M et M’ se trouvent respectivement en A et A’ un peu plus tard ?
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N
[ UN EXEMPLE DE DEVOIR

Exercice 1. (5 points)
Dans la figure ci-contre, ABC est un triangle équilatéral E c

direct, CBD, ACE et AFB sont des triangles rectangles iso-
celes respectivement en D, E et F.
Déterminer la mesure principale, en radians, des angles sui-

vants : D
(RG:RE), (BC:BE), (FAAC)', (CHCA)et (FAiCA)
Indication :
Il pourra étre utile d'utiliser la relation de Chasles. B
F
Exercice 2. (4 points)

L 1
On prend 3 cm comme unité graphique. On sait qu'un réel x appartient a I'intervalle [E ; 7[] et que sin(x) = 3

1. Placer x sur le cercle trigonométrique.
2. Quel est le signe de cos x?

3. Calculer cos(x) (en valeur exacte).

4

. Donner une valeur approchée de x a 10~ pres, a 'aide de la calculatrice.

Exercice 3. (6 points)

1. (a) Résoudrel’équation sin(x) = % dans:
e ]-mml * [0;2n] * R
(b) Le nombre 65% est-il solution de cette équation dans R ?
2. (a) Résoudre dans l'intervalle ] — ;] 'équation cos(x) = %

227
(b) Le nombre — S est-il solution de cette équation dans R ?

V2

3. (a) Résoudre dans l'intervalle ] — ;] 'équation cos(x) = -5

2
(b) En déduire les solutions de I'inéquation cos(x) > —% dans ] —m;m).

4. Onrappelle que quel que soit les points A, Bet Con a (ﬁ,ﬁ) = (E,A_é) +m[2m]

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 9/10
zancanaro.math@gmail. com 1S - 2014-2015


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:zancanaro.math@gmail.com

Chapitre 3 wicky-math.fr.nf Trigonométrie

b
Exercice 4. de la trigonométrie avec — (10 points)

On considére un repere orthonormal (O;1,]). 8 cm représente 1 unité graphique.
On note % le cercle trigonométrique de centre O passant par I, soiit B le point de % tel que :

—_— — T
(01;08) ==
4
1. (a) Construire la figure en laissant les traits de construction apparent.

(b) Placer le point A € € tel que (6)1,&) = %

(c) Construire le polygone régulier a 16 cotés dont A, I et J sont des sommets.
(d) Placerles points C, D, E, Fet G de ¥ tels que :

Oioc)=-3  (0oB)="  (0LOE)=-Tr  (GhOF)=2 e (01:0G)="

Donner les coordonnées de B.
Calculer IB. On donnera la valeur exacte de IB puis une valeur arrondi au dixieme de IB en cm.

On note H le point d’intersection entre la droite (OA) et la droite (IB). Quelle est la nature du triangle OHI ?

A B

. T P LT
Montrer que IB = 2sin 3 En déduire la valeur exacte de sin —.

&

T
En déduire la valeur exacte de cos 3

7. Donner les coordonnées des points C, D, E, Fet G.

Exercice 5. Question Cactus
A quelle(s) heure(s) exactement les aiguilles des heures et des minutes d'une montre sont-elles superposées ?
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