Chapitre 6 wicky-math.fr.nf Vecteurs et droites

<
[ EXERCICES : VECTEURS ET DROITES

I. Colinéarité

Exercice 1. Dans le repére (O; f,f), on considere les points A(6;2), B(—2;-3) et C(17;9).
Que dire des points A, Bet C?

Si le point D a pour coordonnées (120;75) le quadrilatere BADO est-il un trapeze ?

Exercice 2. ABCD est un rectangle.

— 2
E est le symétrique de C par rapport a B, F est le symétrique de A par rapport a D, G est le point tel que AG = gAB.

1. Faire une figure.
2. En se placant dans le repere (A;K]_é;A_]j), démontrer que G, E et F sont alignés.

3. Soit H le point d’intersection de (EF) et (CD). Exprimer DH en fonction de AB.

Exercice 3. ABCD est un tétraedre. Dans le plan (ABC), le point K est défini par :

—_

2— 1—
AK=-AB+=-AC
3 3

1. Faire une figure puis une deuxiéme dans le plan (ABC).

2. En choisissant un repere du plan (ABC), démontrer que B, K et C sont alignés.

Il. Décompostion dans une base

Exercice 4. On considére ABCD un parallélogramme non aplati.

1. Donner la décomposition des vecteurs 6&, Iﬁi A_d et B_C) dans la base (@, C—Ij)

2. Exprimer le vecteur CA dans chacune des bases suivantes :

(@) (@,lﬁ) (b) (@,O_é) (© (4;7) avec @i = 2CB et ¥ =
-0,5CD.

3. Quelles sont les coordonnées du vecteur i = Eu Zﬁ) dans la base (@, C—Ij)

—_ 2 e
Exercice 5. Soit ABC un triangle. Le point I est tel que BI = EBA, le point J est 'image de C par la translation de vecteur

A_(E, et le point K est défini par la relation vectorielle :
~3AK +3BK+10CK = 0

1. Montrer que les points I, J et K sont alignés.

2. Préciser la position de K sur (IJ).
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Exercice 6. A, B et C sont trois points non alignés. Les points D, E et F sont définis par :
— 2— — — 11—
AD = §AB AE =2AC BF = EBC

Le but de I'exercice est de démontrer par deux méthodes que les points D, E et F sont alignés puis de comparer ces deux
méthodes.

Faire une figure.

PARTIE A. méthode 1

1. Justifier que (A;E,A_é) est un repere du plan.
2. Déterminer les coordonnées des points D, E et F dans ce repeére.
3. En déduire celles des vecteurs DE et DF et démontrer que D, E et F sont alignés.
PARTIE B. méthode 2
1. Ecrire chacun des vecteurs DE et DF en fonction des vecteurs AB et AC.
2. Montrer que les vecteurs DE et DF sont colinéaires. Conclure.

PARTIE C. Comparaison des deux méthodes

1. Comparer les relations vectorielles trouvées dans la partie B avec les coordonnées de DE et DF trouvées dans la
partie A. Commenter.

Exercice 7. Soit ABC un triangle et a un réel.
On considere les points P, Q et R définis par :

AP=aAB CQ=aCA CR=aCB

. 1
La figure ci-contre correspond au cas ol a = 2

Existe-t-il des valeurs de a pour lesquelles les points P, Q et R sont alignés ?

Exercice 8. Démonstration de cours
On consideére trois points du plan A, B et C non alignés.
Soit M un point du plan.

1. Existence
La paralléle a (AC) passant par M coupe (AB) en P et la parallele a (AB) passant par M coupe (AC) en Q.

(a) Réaliser une figure.
(b) Montrer qu’il existe un réel x tel que AP = xAB et un réel y tel que A_(j = yA_()].
(c) Quelle est la nature du quadrilatere APMQ ? Justifier.

(d) En déduire I'expression de AM en fonction de AB et AC.
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2. Unicité
Suppsons maintenant qu’il existe deux couples (x; y) et (x'; y’) tels que :

AM = xAB + yAC = ¥ AB + y/AC

(@) Démontrer que (x — x)AB = (y/ — y)AC.
(b) Endéduire que x=x"etque y=y'.

(c) Conclure.

Exercice 9. Soit un triangle RST et K le milieu de [RS].
1. Construire les points H et L tels que :
TH=-3TR et SL=-2ST
2. Montrer que TR+TS = 2TK.
3. Décomposer le vecteur HL sur TR et TS

4. En déduire que (HL) et (TK) sont paralleles.

—_ s - 1= = —
Exercice 10. Construire un triangle ABC, puis les points D, E et F tels que AD = EAC et AE = gAB et BF =2BC.

Le but de cet exercice est de démontrer par deux méthodes différentes queD, E et F sont alignés.

1. (a) Décomposer ]i) dans la base (E,E)

(b) Décomposer ]715 dans la base (E,A_C))
(c) Démontrer que D, E et F sont alignés.
2. Laparallele a (DE) passant par C coupe [AB] en un point I.
(a) Démontrer que E est le milieu de [AI].
(b) En déduire que I est le milieu de [EB].
(c) Démontrer alors que la droite (CI) est parallele a la droite (FD). Conclure.

Exercice 11. ABCD est un tétraedre. I est le milieu de [AB], J celui de [BD] et K celui de [JC]. E est le point du segment [AE]
2 2
tel que AE = §A] et F est le point du segment [BC] tel que BF = gBC.

1. Faire une figure.
2. On se place dans le plan (ABD). Faire une figure (dans le plan (ABD)) puis démontrer que I, E et D sont alignés.
3. On se place dans le plan (BCD). Démontrer que F, K et D sont alignés.
4. (@) Que peut-on dire des droites (IE) et (FK) ?
(b) En déduire que I, E, F et K sont coplanaires.

I1l. Vecteurs directeurs et droites

Exercice 12. On consideére un repére (0; 7, f) du plan. Déterminer une équation cartésienne de la droite d passant par le
point A(2; —1) et de vecteur directeur i(—1;2).

Exercice 13. On considére un repere (0; 7, f) du plan. Déterminer une équation cartésienne de la droite d passant par les
points A(15; —10) et B(—25;30).

Exercice 14. On considére un repere (O; 7, f) du plan.
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1. Donner une équation cartésienne de la droite d passant par le point A(5;—1) et parallele a la droite d; dont une

équation cartésienne est 2x —7y = 2.

2
2. Ladroite d est-elle parallele a la droite d» dont'équation réduite y = — Z x+3.

Exercice 15.
1. Tracer la droite (AB) avec A(2; —3) et B(4;-5).

2. Donner trois vecteurs directeurs de la droite (AB).

Exercice 16. Quel est le coefficient directeur d'une droite de vecteur directeur i avec :

1. @i(1;-3) 2. U(-2;4) 3. 1i(5-2) " ﬁ(l-z)

Exercice 17. Soit d la droite d’équation 2x -3y = 7.
1. Le point A(-2;1) appartient-il a d ?

. ) 15 13
2. Méme question avec B| =;=| et C|3; —|.
32 3
. . . 2
3. Trouver I'ordonnée du point E de d d’abscisse — -

1
4. Trouver I'abscisse du point F de d d’ordonnée 5

Exercice 18. Placer les points A(—2;4), B(2;2), C(-5;0) et le point D tel que (75 = 2A_l>3.
1. () Quelle estlanature du quadrilatéere ABDC?
(b) Déterminer les coordonnées de D.

2. (a) Soitd:6x+y=14.
Vérifier que B et D appartiennent a d.

(b) Trouver une équation cartésienne de la droite (AC).
(c) Prouver que (BD) et (AC) sont sécantes.
(d) Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection E.
3. (a) Calculer les coordonnées de K milieu de [AB] et de L milieu de [CD].

(b) Démontrer que les points E, K et L sont alignés.

Exercice 19. Soit m un réel et d la droite d’équation
x+my+3=0

Peut-on trouver m tel que :
1. #i(3;2) soit un vecteur directeur de d.
A(-2;3) appartienne a d.
d soit paralléle a la droite d’équation 3x—y = 0.
. d soit parallele a I'axe des abscisses.
. d soit paralléle a I’axe des ordonnées.

. d passe par l'origine du repere.

N o A W

. d passe par le point J(0; 1).

Exercice 20. Dans un repere du plan (O; 7, f), on considere les points A(3;4), B(1;—-1) et C(6;—2).

D. Zancanaro Lycée Jean Durand
zancanaro.math@gmail. com 1S - 2014-2015

4/6


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:zancanaro.math@gmail.com

Chapitre 6 wicky-math.fr.nf Vecteurs et droites

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).
2. Déterminer une équation cartésienne de la droite d passant par le milieu I de [AC] et paralléle a (AB).
3. Aestladroite d’équation —16x+ y = —98

(a) Prouver que A et (AB) sont sécantes en D de coordonnées a déterminer.

(b) Montrer que le milieu J de [DC] est un point de d de deux maniéres différentes.

Exercice 21. Soit ABC un triangle non aplati.
Pour tout réel ¢, on considere le point M; défini par la relation vectorielle :
BM; = /BC + BC

1. Construire sur la méme figure My, M; et M_;.

2. Déterminer et construire le lieu géométrique des points M; lorsque ¢ décrit R.

Exercice 22. Soit ABCD un trapeze tel que (AB) soit parallele a (CD). Soit M le point d’intersection des droites (AD) et
(CD). SoitIle milieu du c6té [AB] et ] celui du c6té [CD]. On nomme K le point d’intersection des diagonales [AC] et [BD].
On veut démontrer que M, I, J et K sont alignés.

1. Justifier que (A;A_ﬁ,/ﬁ) est un repere.

2. Donner les coordonnées de A, B, D et I dans ce repeére.

@

On nomme a I'abscisse du point C dans le repére (A;KTS,E). Déterminer, en fonction de a, les coordonnées de C
etde].

Déterminer une équation cartésienne de la droite (BC) et en déduire les coordonnées de M.
Montrer que les points M, I et ] sont alignés.

Déterminer une équation cartésienne de (BD) et de (AC). En déduire les coordonnées de K.

N o e

Conclure.
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IV. Un exemple de devoir

— 3 - — 2
Exercice 23. ABC est un triangle quelconque. Les points N et P sont tels que AN = EAB +ACetBP = EBC‘

1. Faire un schéma de la situation.
On veut montrer de deux manieres différentes que les points A, P et N sont alignés.

2. Solution analytique dans le repére (A; KTS;E) :
(a) Expliquer pourquoi (A;E;A_C)) est un repere du plan.
(b) Quelles sont les coordonnées des points A, B, C et N dans ce repere ?
(c) Calculer les coordonnées du point P.
(d) Montrer que les points A, P et N sont alignés.
3. Solution vectorielle (sans repere, on utilisera donc pas les résultats de la question 2.) :
(a) Ecrire le vecteur AP en fonction des vecteurs AB et AC.
(b) En déduire que les vecteurs H\T = kﬁ, ol k est un réel a déterminer.

(c) Expliquer alors pourquoi les points A, P et N sont alignés.

Exercice 24. Le plan est muni d'un repere (O; 7; f). On consideére les points A(1;2), B(—1;3) et C(4;—1).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC.

2. (a) Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).
(b) Donner un vecteur directeur de la droite (AB) d’ordonnée 1.
(c) Trouver le point D de la droite (AB) d’ordonnée 1.

3. (a) Donner une équation cartésienne de la droite (d) de vecteur directeur ii = 2AB +AC et passant par le point A.
(b) Le point E (%, g) appartient-il a la droite d ?

4. (a) Calculer les coordonnées du vecteur EE
(b) Que peut-on dire des droites (BE) et (AC) ? Justifier.

5. (a) Montrer qu'une équation cartésienne de la droite (CE) est 5x+7y—13 =0.

(b) Calculer les coordonnées du point d’intersection F des droites (AB) et (CE).

Exercice 25. Dans un repere, d est la droite d’équation

, Algorithme 1 : Droites

ax+by+c=0 avec (a;b) # (0;0)
Données: a, b et ¢ sont des nombres réels

Expliquer le role de l'algorithme ci-contre, dont les va- Saisir a, b, c.
riables sont les réels a, b et c. Si(a#0)Alors
‘ Afficher « PointA(—E;O) » e
Sinon “
Afficher « Pas de point d’intersection. »
Fin Si
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