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Lecon 2

es suites, généralités

Au fil du temps

Vous allez dans ce chapitre, découvrir les suites, qui sont présentes dans bien des sciences, par exemple en biologie des
populations pour décrire le cycle de reproduction des lapins, en astronomie dans les loirs de répartition des planétes,
en physique dans la théorie des particules élémentaires, en informatique dans les algorithmes et simulations (et via les
ordinateurs, dans toutes nos activités numériques). Mais cette omniprésence n'est pas un hasard, car tous ces domaines
se servent d'équations mathématiques. Or les suites occupent une place de choix en mathématiques depuis plus de 2000
ans.

Pourquoi un tel intéret, alors qu'il s'agit simplement de ranger une succession de nombres liés par un loi, comme quand
on énumeére les jours du mois ? Parce que cette simplicité n'est qu’apparente : |'étrange n’est jamais loin.
111

Prenons par exemple la suite des « puissances de un demi » : l;g;i;g;ﬁ;m;Z_;m et la série associée
n
1 1 1 1 1 . , . . . .
1+ 3 + " + 3 + T +o o +... Si ces nombres représentaient des tiges en bois mesurant chacune la moitié de
n

la précédente (en commencgant par 1 métre), n'est-ce pas étonnant que la longueur maximale qu’'on puisse atteindre en
les mettant bout & bout ne dépasse pas 2 métres, méme avec une infinité de tiges? Cela a stupéfait les savants qui
I'ont découvert au XVIII® siécle. Comment admettre que l'infini (le nombre de tiges) puisse &tre contenu dans le fini (2
métres) ? |l s'en est suivi de violentes disputes entre les pro-infini et les contre, qui n'ont fait que s’amplifier jusqu'au
XX siécle. Bref, ce sont les suites qui ont introduit I'infini dans I'arithmétique et I'analyse ...

Mais si le XVIII® siécle est un tournant dans I'histoire des suites et de I'infini, leur origine remonte a Archiméde de
Syracuse, le mathématicien grec du III° siécle avant JC. Archiméde voulait résoudre une question qui n'avait rien a
voir avec l'infini, le probléme de la quadrature du cercle, grande énigme des maths anciennes : étant donné un cercle,
comment construire une figure de méme surface mais composée de carrés ou de triangles (figures que les Grecs savaient
bien mesurer). Tel était le but d’Archiméde ... Mais a la place, il a découvert les suites et, sans le savoir, il a mis les
mathématiciens sur la voie de l'infini.

Comment cela s’est-il produit ? Archiméde pensait que la bonne méthode pour « quarrer »le cercle était de I'encadrer
entre deux figures faites de triangles, puis de faire converger la taille de ces triangles jusqu'a les faire coincider (comme
si I'on cherchait & emprisonner un objet entre des murs qui se rapprochent). Archiméde choisit comme figures connues et
quarrables pour coincer le cercle, les polygones réguliers, faits de triangles disposés en pétales de fleur, en commencant
par |'hexagone (six cotés, six triangles équilatéraux) : il encadre le cercle entre I'hexagone inscrit et |'hexagone circonscrit.
Ensuite, il passe au dodécagone (12 c6tés), puis il enchaine sur le polygone a 24 cétés, puis 48 et enfin 96. A chaque
pas, les mesures se rapprochent, mais jamais elles ne s'égalent ... |l obtient ainsi une suite illimitée de nombres connus
dont la limite est 21 et qui fournissent trés rapidement une bonne approximation de .

Las, Archiméde ne résoudra jamais le probléme de la quadrature du cercle, et pour cause. Les mathématiciens du XIX®
siécle démontreront qu'il n'a pas de solution, d'ou I'expression « C'est la quadrature du cercle! ». Mais Archimeéde a
bel et bien inauguré I'histoire des suites, car dans sa méthode, il montre comment calculer la surface du polygone n en
fonction de celui qui précéde (le n—1°"¢). Le terme u, défini par le terme u,_1, c'est bien 13 une suite, la premiére du
genre, et qui peut &tre prolongée autant que I'on veut ... jusque dans l'infini.

Plus tard, les suites furent formalisées par Cauchy, la maftrise de cet outil a été grandement facilitée par I'adoption de la
notation indicielle au XIX? siécle qui consiste a noter chaque nombre d'une suite par une méme lettre affectée d'un indice.
On doit a Péano la définition d’une suite numérique telle qu'elle est enseigné en premiére S.
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I. Introduction

I.1. Introduction historique

L'un des premiers travaux portant sur les suites de nombres semble provenir d'un certain Archiméde (j'en entends
déja se dire d'ici : « encore lui! », eh oui. . . ). Dans son traité La mesure du cercle, pour trouver une valeur approchée
de 7, il inscrit dans un cercle de rayon 1 un triangle équilatéral dont il calcule le périmétre. Puis en doublant le nombres
de cétés, il calcule le périmétre d'un hexagone, puis celui d'un dodécagone et ainsi de suite, indéfiniment. Il obtient ainsi
une suite illimitée de nombres connus dont la limite est 21 et qui fournissent trés rapidement une bonne approximation
de 7.

Plus tard, les suites furent formalisées par Cauchy, la maitrise de cet outil a été grandement facilitée par I'adoption de
la notation indicielle au XIX® siécle qui consiste a noter chaque nombre d'une suite par une méme lettre affectée d'un
indice.

On doit a Péano la définition d'une suite numérique telle qu'elle est enseigné en premiére S.

I.2. Définition et exemples

Il arrive que I'on demande, lors de tests psychotechniques par exemple, de compléter "logiquement" une suite de
nombres, comme par exemple :
-1,-4,-7,-10,-13,...... yeeennn yeeenns

A chaque fois pour passer d’'un terme au suivant on ajoute —3, ce type de suite est appelé suite arithmétique.

1,2,4,8,16,...... e yeaees

A chaque fois pour passer d'un terme au suivant on multiplie par 2, ce type de suite est appelé suite géométrique.

0,1,3,7,15,31,...... Yeeans yeens

A chaque fois pour passer d'un terme au suivant on le multiplie par 2 puis on ajoute 1.
suite de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8,13,...... yernas yeennnn

On additionne deux termes successifs pour obtenir le suivant.

suite de Stern 0,1,1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2,5,3,4,,...... yeennnn Y eeennn

,—[ Définition 1. } \

En mathématiques, une suite u est une liste ordonnée de nombres réels : les éléments de cette liste :

~> Sont appelés termes

~> Sont repérés par leur rang dans la liste

Le 1°" terme de la suite u est souvent noté ugy (ou uy),
Le 2°¢ terme de la suite u est souvent noté u; (ou up)

Le n®™¢ terme de la suite u est souvent noté u,_; (ou uy)
Le terme précédent u, est u,-1, le suivant uy;.

On note u = (uy) nen pour signifier que le rang d'un terme de la suite u est un entier naturel (sans "fin" de liste). On
a donc :

nom de la suite 1°r terme 2" terme terme de rang n
- o0 e BN . . . - . .
u = (uw ;5 wm ; u 5 ... 5 Up1 Un s Unsl 5 )
D. Zancanaro Lycée Jean Durand 2/ 15
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N ! 7
-@-Exemple :
En reprenant les exemples précédents :

~~ Pour passer du terme de rang n au terme de rang n+1 on ajoute —3, on définit alors cette suite u par :

{ Ug = -1
Up+1 = U —3
Une autre maniére de définir cette suite est de remarquer que le terme de rang n s'obtient a partir du premier

en ajoutant n x (—3) c'est-a-dire :
Up=-1+nx(-3)
~> La deuxiéme suite est la suite des puissances de 2, on définit alors cette suite u par :
n

Up,=2

Une autre maniére de définir cette suite est de remarquer que chaque terme est le double du précédent; on
peut alors définir cette suite par :
{ up=1
Up+1 =2 X Up

~> La troisiéme suite est la suite des puissances de 2 auquel on a soustraie 1 d'ou :
u,=2"-1

Une autre maniére de définir cette suite est de remarquer que chaque terme est le double du précédent auquel

on a ajouté 1:
{ L£0=0
Up+1 =2uUn +1

u0=0

~> La suite de Fibonacci se définit par :

u =1
Un+2 = Up + Up+1

~> La suite de Stern se définit par :

1 I
1 = 1
1 e 2 s B 1

1 t4 3 bt o 2 e 3 ~4." 1
1547 3% 57 2758 374’51
Construction de la suite de Stern. La suite s'obtient en lisant chaque ligne successivement de gauche a

droite. Les 1 de la colonne de droite sont a identifier avec les 1 de la colonne de gauche et ne sont pas pris
en compte dans la liste des éléments de la suite.

uy=0
Ll1=1
Uzn = Up

U2p+1 = Un + Un+1

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 3/15
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Il. Deéfinir une suite

Lorsqu’on définit une suite de nombres on précise a partir de quel rang on commence a repérer les termes de la suite.
Ainsi si on appelle u la suite, le premier terme peut-étre uy ou bien u; ou encore ug, ect...Cela dépends du contexte.

Exercice 1. Déterminer le rang a partir duquel la suite u suivante est définie :

Uup,=vn-—4

II.1. defacon explicite

r—[ Définition 2.  (Formule explicite) } .

Soit p € N. Une suite (1) n=p est définie de maniére explicite lorsqu'il existe une fonction f définie sur [p; +oo[

telle que :
Vn=p, ona u,=f(n
-@'—Exemple :
On se donne u, =—-2n+1 pour n=0 (ici uy = f(n) avec f définie sur R par f(x) = —2x+1.)

Onaainsi upg=-2x0+1=1, g =-2x1+1=-1, up =-2x2+1=-3, u3=-6+1=-5, u4y =-8+1=-7,
.. U100 =—199..., etc

Remarque : On peut alors calculer chaque terme de la suite par rapport a son indice.

II.2. parrécurrence

r—[ Définition 3.  (Par récurrence) } .

Soit f une fonction définie sur un ensemble I telle que si x €T alors f(x) € L.
Soit @ un nombre réel de T et peN.
e . up=a
On peut alors définir une suite u en posant :
up+1=f(up) Vnzp

*0“Exemple :
@ P

Ll()=1

On se donne { (ici up = f(n) avec f définie sur R par f(x)=—-2x+1.)

Up+1 = 2Up+1
Onaainsi u; = 2up+1=-2x1+1=-1, up =-2u1+1=-2x(-1)+1=3, u3=-2up+1=-2x3+1=-5, etc

Remarques :

~+ En fait on se donne la valeur du premier terme et un procédé appelé relation de récurrence qui permet de calculer
un terme a partir du précédent.

~» On visualise ainsi facilement le lien logique entre les termes.

~ Dans |'exemple précédent, pour calculer uyqp, il faut connaitre ugg, et pour calculer ugg, il faut connaitre ugg, ainsi
de suite .. .Il est alors préférable d'exprimer u, en fonction de n pour calculer u;g9 directement.

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 4/ 15
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g
Avec une calculatrice

Avec une TI :

Par défaut, la calculatrice est en mode fonction. |l
faut passer en mode suite en appuyant sur

Avec une Casio :

On choisit le mode suite en sélectionnant le menu

[Recur]

On choisit ensuite le type de suite (explicite ou

récurrente) grace a la touche |F3 : Type| puis la
touche (explicite) ou (récurrente).

On entre ensuite |'expression de la suite et on appuie

sur | F5 : SET | pour paramétrer le tableau, notam-

ment donner le premier indice et/ou premier terme
si nécessaire.

Le n s’obtient avec la touche et le a,, s'ob-

tient avec la touche
On peut alors afficher les valeurs de la table grace

3 [Fo. T

puis mettre en surbrillance.

Pour entrer I'expression de la suite (u,), on procéde
désormais comme pour une fonction : on appuie sur

f(x) | ce qui nous permet d'entrer le premier in-
dice, I'expression de la suite et éventuellement son
premier terme.

Le n s'obtient avec la touche et le u
s'obtient en appuyant sur + (on met

I'indice entre parenthéses).
On obtient le tableau de valeurs dans

Table |= | 2nde | + | Graphe |.

g

. . =2
Exercice 2. Soit la suite (v,)n par { Yo
Un+1=2v,+3n VneN
1. Calculer vy, v, et vs.

2. Exprimer vy, V-1, V25 €t v3,—1 en fonction du terme approprié de la suite (vy,).

Exercice 3. Soit la suite (u,)n définie par u,, = (—2)" + 3 et la suite (v,)y par {
Vpn+1=—-20,+9 VneN

1. Pour chacune des suites uet v:
(a) Déterminer les valeurs des trois premiers termes.
(b) Vérifier a la calculatrice les réponses de la question précédente.
2. Quelle conjecture peut-on émettre sur les suites u et v ? Démontrer cette conjecture.

IIl.  Sens de variation d’une suite numérique

,_[ Définition 4, } N

On dit qu’une suite est croissante si et seulement si

Up+1 = Uy VneN
On dit qu'une suite est décroissante si et seulement si :
Up+1 < Up VneN

Si une suite est soit croissante, soit décroissante, la suite est dite monotone.

\. J

Exercice 4. Soient les suites (i), (vy), (wy,) et (t,;) définies sur N par :

lh=4

U, =2n+3 v, =5x0.8" w;, =5x(-0.8)" et {

In+1=1n—3
Comparer pour tout n € N les termes suivants :

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 5/ 15
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1. up4 et uy. 2. Vp+1€tug. 3. wp+1 et wy. 4. tpe1 etity,.

Remarque : On définit |a stricte croissance ou décroissance a |'aide des inégalités strictes suivantes :

Un < Up+1 OU Up > Up4]

s \
Méthodes pour étudier les variations d’une suite
» Dans la pratique pour déterminer les variations d'une suite, on étudie le signe de la différence entre deux
termes successifs c'est-a-dire le signe de u;,+1 —u,. Si cette différence est positive pour tout n alors la suite
est croissante. Si la différence est négative pour tout n alors la suite est décroissante.

Un+1
avec 1.

» Si tous les termes de la suite u sont strictement positifs, on peut comparer le quotient

Un
L Ceci se révéle souvent pratique dans le cas ou il y a des exposants n dans |'expression de la suite.

“®*Exemples :
?

1. Soit la suite (1) nen est définie par uy, = n?+2, alorson a
Ups1=(n+1)2+2=n’>+2n+3

Ainsi pour tout n on a uUu+1 — Uy =2n+1>0 pour tout n>0.
Donc uy+1 > uy, pour tout n : la suite est donc strictement croissante sur N.
2. Soit (V) nen définie par v, =2 x5".
On a v, >0 pour tout entier naturel n et
Upe1=2x 5"

Ainsi pour tout n on a
Unil n+1
n+
—=—=5>1
Un 57

Donc vy41 > vy, pour tout n : la suite est donc strictement croissante sur [0, +ool

3. Etudier de deux maniéres différentes le sens de variation de la suite (w;) ;>3 définie par

w _3n—1
" n+2

[ 4% Théoréme 1. j

On considére la suite (1) =p définie explicitement par u, = f(n), avec f définie sur l'intervalle [p;+ool.
Si la fonction f est monotone (resp. strictement monotone) sur [p;+oo[ alors la suite (u,) est monotone
(resp. strictement monotone) et posséde le méme sens de variation que la fonction f

Remarques :
~+ Ce théoréme ne s'applique pas pour les suites définies par récurrence.

~ La réciproque de ce théoréme est fausse i.e que I'on peut trouver une suite croissante, par exemple, définie par une
fonction non croissante, comme sur le dessin ci-dessous :

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 6/ 15
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6 4
5 A
4 A
3 A
2 A
1 4
-1 1 2 3 4 5 6
-1 4
) Preuve

Ona p<sn<n+1 doncsi f est strictement croissante sur [p;+oo[, on a par définition :

fm< f(n+l) = u, <ups1

Par conséquent, (u;) est strictement croissante.
De la méme maniére, si f est strictement décroissante sur [p;+ool, on a

f(m) > f(n+1) = up > up+

Par conséquent, (uy) est strictement décroissante.

*o“Exemples :
?

Etudier avec cette troisiéme méthode le sens de variation des suites (un)nen €t (wWp)n=3 définies dans I'exemple

précédent.

~ Soit f:x— x% +2; définie sur [0; +ool.

f est une fonction trindme et sait qu’elle est strictement

Donc (u;) est aussi strictement croissante sur N.

3x—-1 ..
~» Soit g:x— ——; définie sur [3;+ool.
x+2

croissante sur [0; +ool.

3x 1 1 1
Onag= - =3 +(- .
x+2 x+2 2 x+2
1+
X
Orona
x 3 +00 x 3 +oo
Variations \ Variations /
de 1+ —
< de x+2
Variations Variations
. : / ! K \
1+ £ xX+2
Variatii)ns Variations
de 3 i / _; /
1+ < xX+2
et

Or la somme de fonctions croissantes est croissante. Donc g est croissante sur [3;+o0o[. On en conclut que

(wy) =3 est aussi strictement croissante pour n = 3.

IV. Représentation graphique

D. Zancanaro
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IV.1. Suites explicites

Définition 5. }

On se place dans un repére (O;?,f). La représentation graphique d'une suite définie explicitement (u;,) est
|'ensemble des points de coordonnées (n; u;,)

-@'—Exemple :
Soit (uy,) la suite définie, pour n =1, par
U, =—
n
. . . ) . . . B 1 1
Sa représentation graphique est donc I'ensemble des points isolés de coordonnées (1;1), (2,5), (3,—), (4,—),

3 4
[°5)
5,—], etc...
5

i .
[ ]
[ ]
[ ]
} 1 % % % %
0 i
Exercice 5.
6 B
Soit f la fonction définie par sa courbe représentative
. . (. 5 1
©r ci-contre et la suite u de terme général u, = f(n).
4 B
3 B
1. Lire une valeur approchée des termes de up a us. 2
1 B
2. Que peut-on dire du comportement des premiers T
termes de u? 1 1 2 3 1 4 6

IV.2. Suites récurrentes

Exercice 6. On considere la fonction f définie sur [0; +ool par f(x) = Vx.

La suite (u,) est définie par ug =3 et pour tout n=0o0na uy,+1 = f(uy) = V.
PARTIE A. Tracer les premiers termes sur I'axe des abscisses

1. Tracer soigneusement la courbe % représentant f et la droite A d’équation y = x sur [0;3] dans un repére ortho-
normé avec pour unité 5 cm.
2. (a) Placer yj sur I'axe des abscisses. Placer u; = f(ug) sur 'axe des ordonnées.

(b) Placer le point A} de A d’'ordonnée u;. Quelle est son abscisse ?
Placer alors u; surl’axe des abscisses.

(c) Sachant que up = f(u;), expliquer comment construire u, sur ’axe des abscisses. Le construire.

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 8/ 15
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3. Construire ainsi, pas a pas, sur I'axe des abscisses, les premiers termes de la suite jusqu’a us.

4. Comment se poursuivrait le tracé si on pouvait agrandir le graphique ?
Emettre des conjectures sur le comportement de la suite ().

PARTIE B. Influence du premier terme

1. Sur votre calculatrice, afficher de méme les premiers termes de la suite (v,) définie par vy = 0.1 et pour tout n,

Un+1= f(l/n)-
Dans , choisirX etY entre 0 et 1.

2. Emettre des conjectures sur le comportement de la suite (v;,).

Dans le cas d'une suite récurrente, on ne cherche pas en général a représenter graphiquement la suite comme pour

les suites explicites (mais on pourrait trés bien le faire).

On préfére représenter ses premiers termes sur |'axe des abscisses en s'appuyant sur la représentation graphique de la

fonction définissant la relation de récurrence.

On obtient alors un diagramme « en escalier »ou en « en escargot ».
N ! 7
-@-Exemple :

On considére la suite (u,,) définie pour n=0 par uy+1 =2vU, +2 et ug=1
On considére la fonction f veérifiant u,.1 = f(uy,) définie par f:x— 2y/x+2.

1. On trace la courbe € représentative de f A
7 =
2. On place ug sur I'axe des abscisses et u;, image de us Cg """""""" -
up par f, sur I'axe des ordonnées f .
U - oo e s e e ¥
! :
|
3. Comme u, est I'image de u; par f, on veut avoir 1 T :
sur |'axe des abscisses. i
Pour cela, on utilise la droite A d'équation y = x, que Nt pfr———————
y . |
I'on prendra soin de tracer. |
< I
I
I
4. On reporte alors u; sur I'axe des abscisses, a |'aide de * :
A |
. I
j | : S
5. On place up image de uy par f, puis on reporte up | % % ] % ] —
0 7 uo ux U  Uzly

sur |'axe des abscisses, etc.

Remarque : Dans I'exemple précédent, on constate que les termes de la suite semblent augmenter et se rapprocher

d'une valeur « limite » : celle de I'abscisse du point d'intersection entre ¢ et de A.
On dira que la suite est croissante et qu'elle converge vers cette valeur [, appelée limite de la suite (uy).
Pour la trouver, on résout |'équation f(l) =1 :

[1>0
fh=1<= 2Vi+2=1 <= 2VI=1-2 < 4l=1>-41+4 et { > — ’-8l+4=0 et
[1-2>0
8+4v3
A=64—4x1x4=48. Doncllz—\/_=4+2\/§et12=4—2\/§<2.Doncl=4+2\/§.
On note lim u,=4+2v3
n—+oo
D. Zancanaro Lycée Jean Durand
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N ! 7
-@-Exemple :
. 2
On considére la suite (u,,) définie pour n=0 par u,41 = —gun —letuy=7

. .. 2
On considére la fonction f vérifiant w1 = f(uy) définie par f:x— ——x—1.

On a représenté ci-dessous la représentation graphique ¢ de f et la droite A d'équation y = x, puis on a suivi les
mémes étapes que pour |'exemple précédent.

Remarque : Contrairement a |'exemple précédent, les éléments de la suite ne semblent pas faire qu'augmenter ou
diminuer. Cette suite n'est ni croissante, ni décroissante. Mais cette suite semblent également convergente vers |'abscisse
I du point d'intersection de ¢ et A.

5 3
Pour trouver I, on résout f(l) =1 < —gl—lzl — glz—l — l:—g.

Exercice 7.
On a tracé ci-contre la courbe représentative d’une r A:y=k
fonction g etla droite A: y = x.
On a représenté les quatre premiers termes de la suite ¢ dé- 3
finie par son terme initial 7y et la relation —1
2 .
th+1 = 8g(t0) pour tout entier n=0

. o, . (lgg b1
Donner le terme initial #; et lire des valeurs approchées de ¥
h, tr et t3.

6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3
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Avec une calculatrice

Avec une Tl :

Se mettre en Mode .

» Pour une suite explicite :
— Mettre en surbrillance le Mode afin que les points ne soient pas reliés entre eux.

— Rentrer la suite dans en précisant |'indice de départ.
— Dans | Format : 2nde + Zoom ‘ mettre en surbrillance .

» Pour une suite récurrente :

— Mettre en surbrillance le Mode .

— Rentrer la suite dans en précisant I'indice de départ, u(n) en fonction des termes précédents
appropriés et le premier terme.

— Aller dans ‘ Format : 2nde + Zoom ‘ et mettre en surbrillance (en escalier).

Ensuite, appuyer sur | Graphe |, puis | Trace | et les fleches IE| et El pour voir les termes de la suite.
Afin d'ajuster la fenétre automatiquement, appuyer sur et choisir .

Avec une Casio :

Se mettre en Mode suite.
Enregistrer la suite dans le bon Type.

Appuyer ensuite sur la touche | F4 : WEB | ou encore | F6 : TABL| + | F6 : G-PLT |
Afin d’'ajuster la fenétre automatiquement, appuyer sur et choisir | AUTO |.

S
Exercice 8.
. . PP up=-1
1. Soit la suite u définie sur N par
Up+1 = V2Up+6
Afficher sur votre calculatrice une représentation graphique de la suite u.
2. Méme question pour la suite v définie sur N par v, = v2n +6.

V. Notion de limite d'une suite numérique

V.1.

Etude d’'un exemple

Exercice 9. Soient les suites (i), (v,) et (w;,) définies sur N par :

unzl vp=n®-3 wy, =(=D"
n

1. Etudier le sens de variation de chacune de ces suites.
2. Conjecturer graphiquement le « comportement a I'infini »de ces suites.
3. (a) Déterminer un entier p tel que pour tout entier n = p, onait0 < u, < 107S.

(b) Peut-on faire de méme en remplagant 10~° par n'importe quel réel € > 0?
4. (a) Déterminer un entier p’ tel que pour tout entier n = p’, on ait v, = 10%0.

(b) Peut-on faire de méme en remplacant 10'° par n'importe quel réel M 2
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V.2.

,-[ T3 Définition 6. } \

Suite convergente, suite divergente

On dit qu'une suite admet une limite réelle ¢ (ou converge vers le réel £) lorsque tous les termes de la
suite (u,) sont aussi proches de ¢ que |'on veut a partir d’un certain rang.

Autrement dit une suite converge vers le réel € si tout intervalle du type 1€ —¢€;€ +¢[ (avec € >0) contient
tous les termes de la suite a partir d'un certain rang N. On note nlilllw u, =¢.

Remarque : Autrement dit, quelque soit le nombre € choisi (aussi petit que I'on veut), il existe un rang N (dépendant
de €) a partir duquel tous les termes de la suite (uy) sont contenus dans l'intervalle 1€ —¢;€+¢[).

*o“Exemple :
?

Graphiquement, cela se traduit ainsi :

~

~

|
|
|
|
|
|
|
|
1.2+ |
|
|
|
|
|
|
[l
1

,—[ [ Définition 7. } 1

3n+(-D"

o Illustration avec la suite définie pour tout n =1 par u, = 5
n

) / | y / * ° / hd
]

R

10 est le rang a partir duquel tous les termes

de la suite sont dans la bande hachurée dépaisseur choisie

% | | | | | | | | | | | | | | |

-
1 1 1 T T T T T T 1 T T T 1 T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
. . . 3
Le graphique permet de conjecturer que la suite (u,) converge vers £ = >

Ici on a choisi € =0.05 et on a trouvé que pour N = 10, tous les termes de la suite (u,) étaient dans l'intervalle
11.45;1.55[ pour n=10.

Si on avait choisi € =0.1, on aurait trouvé que pour N =5, tous les termes de la suite (u,) étaient dans I'intervalle
11.4;1.6[ pour n=5.

Si on avait choisi € = 0.04, on aurait trouvé que pour N = 13, tous les termes de la suite (u;,) étaient dans I'intervalle
11.46;1.54[ pour n=13.

On dit qu'une suite est divergente si elle n'est pas convergente.

C'est le cas des suites qui n'admettent pas de limite, et des suites qui sont aussi grandes que I'on veut, dans
les positifs ou négatifs, & partir d'un certain rang.

Dans ce dernier cas, on dit que |a suite diverge vers +oo ou —co et on note n1—1>r-lr—loo U, = +oo ou nl_igl@ U, = —oo.
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NS
-@-Exemples :
Conjecturer graphiquement les limites éventuelles des suites (uy), (vy), (wy) et () définies sur N par :
un=4n2+5n—1 Vp=— +2+1 wn=—2n2+2 et tp,=cos(n)+1
n

V.3. Application : limites et algorithmes
V.3.a. Une suite qui diverge vers —oco

Exercice 10. On considere la suite u définie pour tout entier naturel » par :

{ up=1
Up+1 =2Up —2

1. ATl'aide des droites Z: y = x et 9’ : y = 2x—2 donnée ci-dessous, placer sur I'axe des abscisses les termes de up & us.
2. Conjecturer la limite de la suite u.

3. Calculer les 4 premiers termes de la suite u.
LD Algorithme 1 :

Données: u est un nombre réel.

p est un nombre entier naturel.

A est un nombre réel strictement positif. u:=1

4. etp:=0

Entrer A

Tant que ( u > —A) Faire
u:=2u-2etp:=p+1

Fin Tant que

Afficher p.

(a) Qu’affiche cet algorithme sil'utilisateur entre A =30?
(b) Qu’affiche cet algorithme si I'utilisateur entre A = 1002 s’il entre A = 10000 ?
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~i

V.3.b. Une suite qui converge vers un réel ¢

Exercice 11. On considere la suite u définie pour tout entier naturel » par :

N =

. Montrer que

w

1

Up=2-

. Calculer les premiers termes de la suite, conjecturer son sens de variation et sa limite £.

1
=

. En déduire que la suite est strictement croissante.

4. On considere I'algorithme suivant :

D. Zancanaro
zancanaro.math@gmail. com

@ Algorithme 2 :

Données: u est un nombre réel.

p est un nombre entier naturel.

€ est un nombre réel strictement positif. u:=1

etp:=0

Entrer €

Tantque (4 ¢]2—¢€;2+¢€| )lFaire
p=p+letu:=2 Sn

Fin Tant que

Afficher p.
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(a) Qu’affiche cet algorithme sil'utilisateur entre € =0,3?
(b) Qu’affiche cet algorithme sil'utilisateur entre € =0,1? s'il entre € =0,01?

(c) Soit € > 0. Déterminer le rang p a partir duquel

Up€l2—g2+¢[

(d) Conclure que:
lim w,=2
n—+oo
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