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CHAPITRE 3:

TRIGONOMETRIE

Au fil du temps

Les origines de la trigonomeétrie remontent aux civilisations d’Egypte antique, de Mésopotamie et de la vallée de
I'Indus, il y a plus de 4000 ans. Il semblerait que les Babyloniens aient basé la trigonométrie sur un systéme numé-
rique a base 60. Lagadha (-1350; -1200) est le premier mathématicien a utiliser la géométrie et la trigonomeétrie pour
l'astronomie. La plupart de ses travaux sont aujourd’hui détruits. La premiére utilisation de sinus apparait dans les

b 1
sulba Sutras en Inde, entre 800 et 500 avant J.C., ou le sinus de Z est correctement calculé comme — dans un
2

probléeme de construction d'un cercle de méme aire qu'un carré donné (le contraire de la quadrature du cercle).

Lorsque qu'on cherche une rue sur un plan de ville, on repére le rectangle ou se trouve cette rue grace a une lettre
qui définit une colonne et un nombre qui définit une ligne du quadrillage sur le plan. Les marins ou les géographes
reperent un point sur la Terre grace a sa longitude et sa latitude. Les astronomes ont besoin, eux, de trois mesures
pour repérer un objet spatial, par exemple deux angles définissant une direction et une distance caractérisant'éloi-
gnement de I'objet sur la direction. Le repérage est donc indispensable dés lors qu’on cherche a définir la position
d’'un objet dans un espace. Les repéres que nous avons utilisé jusqu’a présent sont dit cartésiens, adjectif créé en
hommage a Descartes (1596 - 1650) mathématicien et philosophe francais qui inventa en méme temps que Fermat
(1601 - 1665) mais indépendamment de lui, le systeme de coordonnées que nous utilisons couramment. Les repéres
cartésiens utilisés jusqu’a présent permettent de positionner des points dans un plan. Ils peuvent étre complétés
par une troisieme coordonnée permettant de se repérer dans 'espace a trois dimensions. Ces repéres ne sont pour-
tant pas les seuls permettant de positionner des objets, nous allons découvrir dans ce chapitre comment se repérer
sur un plan avec un angle et un rayon : grace aux coordonnées polaires.
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Le cercle trigonométrique

Découper une tarte en trois

Objectifs : Introduire le cercle trigonométrique et les angles orientés.

Travail de I’éléve 1 : La maman de Norbert a fait une tarte aux pommes. Elle lui demande de la découper en 6 parts
égales. Il ne dispose que d’'un couteau et d’'un bout de ficelle.

~~ Lui proposer une méthode sur un schéma en utilisant une regle sans ses graduations (pour modéliser son couteau)
et au compas (I'écart entre les deux points modélisant le bout de ficelle tendu).

~~ Proposer trois méthodes pour décrire la position des points du bord de la tarte ou Norbert doit effectuer ses découpes.

En général, les éleves trouvent une solution en faisant une rosace. Dans ce cas, il faut prendre le temps de démontrer
pourquoi cela a l'effet voulu.
La description des positions des points sur le cercle permet d'introduire le cercle trigonométrique et I'orientation des
angles. On peut également évoquer la longueur d’arc ainsi que les coordonnées dans un repére orthonormé associé au
cercle.

Une unité de longueur est choisie dans le plan pour tout le chapitre.

,_[ [ Définition 1. } X N

Un cercle trigonométrique est un cercle de rayon 1, muni
d’un sens de rotation, sur lequel est fixé un point « d’origine ». o I
Le sens de rotation positif (ou direct) est le sens inverse des
aiguilles d’'une montre.

~.

Remarque : Le sens d’orientation du cercle nous permet désormais d’orienter les longueurs d’arcs ainsi que les angles.
Langle orienté [OA «allant de I vers A » sera désormais noté (OI;OA) (notation qui indique I'orientation « OI vers OA »).

Celui allant de A vers I sera donc noté ((ﬁ, 61)

C. Aupérin Lycée Jules Fil 2/ 13
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-@'—Exemples :
~ Dessiner des angles tels que (61,(7{) =45° et (&,(ﬁ) =-60°

~~ On a la figure suivante, ou ABCD est un rectangle direct tel que ADB = 60°

Angles géométriques D C Angles orientés
ADB = BDA = 60° 60° (DB,DA) = —60° et
— o (DA,DB) =60°
ADC=CDA =90 — =

(DC,DA) = —-90° et
BDC =CDB =30° (DA,DC) =90°
A B (DB, DC) = 30° et
(DC,DB) =-30°

Donner des mesures des angles orientés suivants : (ﬁé,ﬁ) ; (l;&, ﬁ)) ; (H),(ﬁ)

Pour tout le chapitre, on utilisera les éléments de la figure ci-dessus. Ainsi :
~~ on note O le centre d’un cercle trigonométrique, I son point d’origine (disposé comme sur la figure) et i=0I1

~~ on note J le point du cercle tel que (C—)i,C—)i) =+90° et f: 6j

~~ on munit ainsi le cercle du repére orthonormé direct (O, i f) ci-dessus (donc d’unité graphique 1)

Soit A un point du cercle trigonométrique.
Lobjectif de cette partie est de rappeler les liens entre les mesures

de l'angle (61,(7{) en degré, la longueur des arcs orientés reliant I

I
a A, et les coordonnées du point A dans le repére (O;i; j)
I.2. Leradian
,—[ Définition 2. } \
Soit A un point du cercle trigonométrique. A
On appelle mesure en radian de I'angle (OI;OA) la
longueur de tout arc orienté reliant I a A. o
o arad I
1
C. Aupérin Lycée Jules Fil 3/13
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N

-@-Exemple :
~~ Quel est le périmétre d’un cercle trigonométrique ? d’'un demi-cercle ?
~- Donner plusieurs mesure en radian de 'angle (OI;OI).

~~ A quelle mesure en radian correspondait un découpage de demi-tarte en 3 par Norbert ?

MT_TM_ T
~~ A combien de parts correspond le découpage d’'une demi-tarte d’angle d’ouverture chacune 1 ? 5 ? 3 ?
Construire tous ces découpages a la regle et au compas (rappels sur les bissectrices).

~~ Dessiner un cercle trigonométrique et placer les points A; sur ce cercle tels que :
(0hoAl)==,  (OLOA;)=-7,  (05:0A;)==",  (OL;0A;)=-=-
4 4 4 4

~~ Sur ce méme cercle, placer B; tel que

36067

(01:0B)=="  (00B;)=-+",  (01;0B3)=-

~~ A quels angles en degré cela correspond-il a chaque fois ?
Présenter les résultats sous forme d’un tableau

~ Que remarquez-vous ?
Proportionalité, correspondance avec les angles dans le sens négatif, non unicité de la mesure
Remarque : Il n'y a pas unicité de la mesure en radians d’un angle orienté.
En général, on donnera la mesure d’un angle comprise entre —m et 7t (celle-ci est unique).
Elle s’appelle la mesure principale de I'angle.
Donner les mesures principales des angles (C—)i,C—)E) précédents.

[ 4 Propriété 1. ]

Les mesures d’angles en degrés et en radians sont proportionnelles.

3@ Preuve

¢ Les longueurs d’arc sont proportionnelles aux angles en degrés.

-@'— Exemples :

b
Le périmétre de ¥ valant 21, on en déduit facilement qu’un angle plat mesure T radians ; un angle droit 2 rad.
Avec le tableau de proportionnalité suivant, on trouve convertit n'importe quelle mesure.

Mesure en degrés | 180 | d

Mesure en radians B o

. ) ° . 60 m
Ainsi pour convertir 60" en radian on calcule a = 180 = 3 rad.

M x180  5x180 .
= =5x30 =150

oM .
Pour convertir 3 rad en degré, on calcule d =
7T
Ou encore on remplace 7 par 180 dans la mesure d’angle ...
Correspondance degré-Radian

C. Aupérin Lycée Jules Fil 4/ 13
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Degrés 0 180

o2 8
N
|2 S

a8

Radians 0

Remarques :

~~ Au college, le degré comme unité d’angle convenait par- B
faitement, méme pour la trigonométrie (dans un triangle
rectangle). Mais pour mettre en oeuvre des notions qui
seront abordées dans les classes ultérieures, il est plus
pratique d’utiliser désormais le radian.

~~ Cette définition ne dépend pas de l'unité de longueur
choisie. En fait, dans un cercle de rayon R, 1 radian est
la mesure d’'un angle qui intercepte un arc de longueur
égale au rayon R. 0 R

lrad

I.3. Trigonométrie
,—[ Définition 3.

Soit 0 € R et A le point du cercle trigonométrique tel que (61,&&) =0.

~—

On appelle cosinus de 0, noté cos(B) I'abscisse de A dans le repere (O;(.)i;(.)i).
On appelle sinus de 0, noté sin(B) son ordonnée dans le méme repére.

Remarque : On vérifie aisément que cet définition coincide
avec celle donnée dans le triangle rectangle pour un angle 6

T
sin(0) telque 0<B < >

-@'—Exemple :
(51,&) = g et J(0;1) dans le repere (O;(ﬁ;(ﬁ).

7 .m
Donccos—=0etsin— =1
2 2

[ 4 Propriété 2. j

Pour tout nombre réel O on a :
—1<cos@®) <1 e -—-1<sin@ =<1

cos(@+2km) =cos(@) et sin@+2km)=sin(0) oukeZ

cos?(0) +sin(0) = 1

C. Aupérin Lycée Jules Fil 5/13
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/ Preuve
Les deux premiéeres sont immédiates avec la définition.
La derniere utilise le théoreme de Pythagore.

-@'—Exemple :
T 6+v2 T
On donne cos — = u On cherche la valeur de sin —.
12 4 12 )
T i oL 6+v2
On sait que cos’ — +sin? — =1 < sin® — =1- u Donc
12 12 12 4
2 ™ o1 6+2V12+2 16-8-2x2V3 2-/3
in“—=1- = =
12 16 16 4

T T . T P
De plus 0 < — < — donc sin — > 0. On en déduit :
12 2 12

o 2—f3: V2-v3

sin —
12 4 2

. . V6—V2 L . :
On peut également montrer que sin 1z = B est une autre écriture du sinus, plus simple .

gf Exercices du livre :
n° 81 p 291

II) Equations trigonométriques

II.1. Valeurs remarquables

Le tableau ci-dessous rappelle les valeurs remarquables du cosinus et du sinus pour des valeurs particuliéres d’'un angle
orienté O (en radians). Il est connaitre par coeur.

9 0 L T L L
6 4 3 2 "
V3 V2 1
cos® 1 2 2 2 0 =
in@ 0 L v2 v3 1 0
Sin 2 2 2
C. Aupérin Lycée Jules Fil 6/ 13
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@ Preuve

.om B
Pour calculer les valeurs de sin— et de cos— on se

c.auperin@wicky-math. fr. nf 1G4 - 2014-2015

J
place dans le quadrilatére OHMK ci-contre, de diago- 7
nale OM =1.
K
On sait que OHMK est un carré, car il posséde 4 angles u
e —— T
droits et que I'angle (OH; OM) mesure T 1
On appelle a la mesure de son cété. a
U
Par définition du cosinus et sinus d’un nombre réel, on a T
U U
a = cos — = sin —. Cherchons cette valeur. 0 a > 1
4 4 \
Dans le triangle OHM rectangle en H, d’aprés le théoréme de Pythagore, on a :
1 a>0 1 2
OM? =OH?+MH? < 1°=2d’+a®* < a’°=- = a:—:£
2 V2 o2
T V2
Donc|cos—=sin—=— |
4 2
7T
Pour calculer les valeurs du cosinus et du sinus de 3 et J
U
e on se place dans le triangle OIM ci-contre, de c6té KA M
OM=1. u
T . T T
On cherche OH = cos — et OK =sin —. =
3 3 1 6
On sait que le triangle OIM est équilatéral car
—_— — T
OM = 0I et que (OH; OM) mesure —. Az
3 3 .
> 1
\ O H |
, - . . o1
Donc sa hauteur [MH] est aussi sa médiane. D’ou H est le milieu de [OI] et OH =| cos 3 = 2|
De plus, d’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle OHM rectangle en Hon a :
1\? 1 3 0K>0 3
OM? = OH? + MH? < 1° = —) +OK? <> OK2=1--="- 01<=£
2 4 4 2
_m_ V3
Donc|sin — = — |
3 2
—_— — T
De plus la hauteur [MH] du triangle OIM est aussi sa bissectrice donc (MO; MI) = 5 [2m].
o , 1 MH V3 . m OH 1
On en déduit dans le triangle OHM rectangle en H que cos—=—=—| et |sin-=——=-
6 OM 2 6 OM 2
C. Aupérin Lycée Jules Fil 7/ 13
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II.2. Angles associés

L
Regarder les angles associés a 3

[ 4 Propriété 3. j

vVOeRona:
1. cos0 =cos(-0)
2. sin(—0) = —sin0
3. cos(m—0)=—cosH
4. sin(m—0) =sin0
5. cos(m+0)=—-cosb
6. sin(m+0) =—sin0

/ Preuve

=
(@]
=}
72}

=]
»
Z.
=]

©
(@]
o
@

10.

2.
=]

TN e TS —

MR o g IR

On obtient cette propriété par une lecture astucieuse du cercle trigonométrique : Soit A le point du cercle trigonomé-

trique tel que (C_)i, Cﬁ) = 0. Dans le repére (0;61;6}) on a A(cos(0);sin(0)).

Grace a de nombreuses propriétés de symétrie sur un cercle, on peut déduire les coordonnées des points associés

] 1 1 . .
aux réels —8, m—0, m+0, > —0 et > + 0 (donc la valeur de leur cosinus et sinus).

Sur le schéma ci-dessous, ces points permettent de définir ce que I'on appelle des angles associés.

cos(m—0) = —cos(0)
sin(;t — 0) = sin(0)

cos(m+0) = —cos(0)
sin(m + 0) = —sin(0)

C. Aupérin
c.auperin@wicky-math. fr. nf

cos (g — 6) = sin(0)

sin (g - 6) = cos(0)

Lycée Jules Fil
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-@'— Exemple :

L
Simplifier les expressions suivantes : cos(—mn —0), sin (6 - 5) cos®(—0) +sin?(m —0)

N ! 7
-@-Exemple :
Grace aux angles associés, trouver les valeurs des co-
sinus et sinus des angles suivants :
3n 5T ¢ 7

4 4 4 4
2 2m 5n

T

3 3 3 3
51 11n 51
6 6 6

|
oA

6

(2/7 Exercice 1 : Exprimer a 'aide de sin(x) et cos(x) les expressions suivantes :

~» A =cos(x+m)—cos(—x)+5cos(x)
~» B=sin(m— x)+2sin(x + 2m) + sin(x + 3m)
~» C=sin(m+ x) cos(mm — x) — sin (7w — x) cos (1 + Xx)

~» D=sin(x+11n) +sin(11m— x) —cos(11m — x)

U
(2/7 Exercice 2 : Soit a = sin(?) . Exprimer en fonction de a :

sin| —
7

sin(—g)

(2/7 Exercice(s) du livre : n° 75-82-83 p 291

Equations trigonométriques

Travail de I'éleve 2.
Partie A : Equation cosx = a

1
1. SoitI’équation cos x = 5 arésoudre dans R.

sin| —
7

[
cos|—
14

1
a. Placer sur le cercle trigonométrique les points M et M’ d’abscisse 5

b. Déterminer les mesures principales des angles ((Si; (71\7[) et (61; oM.

1
En déduire 'ensemble des solutions dans ] — ;1] de I’équation cos x = 7

C. Aupérin
c.auperin@wicky-math. fr. nf 1G4 -

Lycée Jules Fil
2014-2015
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c. Résoudre dans R cette équation.

V2
2. a. Parune méthode analogue, résoudre dans R I'équation cos x = ——

b. En déduire les solutions dans [0; 21| de cette équation.
3. a. Examiner le cas des équations cosx = 1.5 et cos x = —3.

b. Donner une condition sur a pour que I'équation cos x = a puisse admettre des solutions.
4. SoitI'équation cos x = 0.25.

a. Sur le cercle trigonométrique, placer les images des solutions de I'équation.

b. On note 0 la solution de cette équation dans [0; 7[.
Exprimer en fonction de 6 les solutions de I'équation cos x = 0.25 sur R.

c. Résoudre cette équation dans [0; 27[.
Donner, a I'aide de la calculatrice des valeurs approchées de ces solutions 2 10~ pres.

Partie B : Equation sinx = a

1
1. Ensuivant la méme méthode que dans la partie A, résoudre I'équation sin x = 3 dans | — ;] puis dans R.

. . 3 . . . .
2. Méme question pour sin x = 5 Donner ensuite les solutions de cette équation dans [0;2mn[.

’

T T
3. SoitI'équation sin x = 0.3. On note a la solution de cette équation dans ] —E' 2 ]

Exprimer en fonction de a les solutions sur R de I'’équation sin x = 0.3.

Le cercle trigonométrique et la configuration des angles associés nous permettent de résoudre des équations du type
cos x = cosa et sinx = sina ou a est un réel connu.

[ 4 Propriété 4. ]

L’équation cos x = cos a ol a € R admet pour solutions les nombres réels x = a+2km et x = —a+2k'm ol k et
k' sont des entiers relatifs.

L’équation sin x = sina ot a € R admet pour solutions les nombres réels x = a+2kmn et x =1 —a+2k'm ot k
et k" sont des entiers relatifs.

N

@-Exemple :
Résoudre dans | — m; 1t], puis dans R et enfin dans [0; 27| les équations suivantes :
V2 : 1 . (3m 1 . m_ V3
COSX = — sinx=—-— cos(x) =sin|— cos(2x) = = sin (x— —) =—
2 2 4 2 6 2
(;7 Exercice 3 :
1
1. Par lecture sur le cercle trigonométrique, déterminer les réels t de ] — ;] tels que cos(f) = =3
1
2. Résoudre dans R I'équation cos(f) = —3
(}7 Exercice 4 : Résoudre dans R les équations suivantes :
C. Aupérin Lycée Jules Fil 10/13
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3. cos(x)=-1

2
1. cos(x) =——
2 4. sin(x) =0

2. sin(x) = ?

Dans chaque cas, donner les solutions de l'intervalle [27t; 57

gf Exercice 5 : A I'aide d’une figure, résoudre les équations et inéquations suivantes :

V3 3 - e
1. cos(x) = 3 pour x € [0; 27| . cos(x) = 5 pour x € [—7t; 7|
. V2 , 1
2. sin(x) = 5 pour x € [—m; [ 4. sin(x) < 2 pour x € [0; 27|

(2/7 Exercice 6 : Par lecture sur le cercle trigopnomeétrique, déterminer les réels t de ] — ;7] puis ceux de [0; 27| tels que

1 .
1. —= <sin() = 2= 2. cos(t) =0 3. 1-2sin(#) >0
2 2
T
gf Exercice 7 : On considére I'équation (E) : sinx = cos 3
1. Résoudre dans R I'équation (E)

2. Résoudre dans | — ;] I'équation (E)

gf Exercice(s) du livre : n° 113-131-133-134-141 p 295

I1.4. Lessentiel

Voici deux cercles trigopnométriques qui résument I'essentiel :

C. Aupérin Lycée Jules Fil 11/13
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