[ CORRECTION DE INTERROGATION N°6

On prendra soin de coller le sujet sur la copie. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction et des justifications.

Exercice 1. (4 points)
On considere la fonction f définie sur R par:
2 .
x“—a six<2
fx)= {

Vx2-3 six>2

a désigne un nombre réel.

1. Endécomposant la fonction f démontrer qu’elle est continue sur I'intervalle ]2; +ool.
Notons g la fonction racine carrée (donc définie et continue sur R") par g(x) = v/x et h la fonction polynéme (donc
définie et continue sur R) par h(x) = x> — 3.
Sur l'intervalle ]2; +o0o[ f(x) = go h(x), f est donc la composée de deux fonctions continues, on en déduit qu’elle est
continue sur |2 : +ool.

2. Justifier que la fonction f est continue sur ] — oco; 2[
Sur I'intervalle | —oo;2[ f est une fonction polynéme par conséquent f est continue sur | —oo;2|.

3. Déterminer a pour que f soit continue en 2.
[ est continue en 2 si et seulement si :

lim f(x) = f(2) &= lim f(x) = lim f(x) = f(2)
x—2 x—2t x—2"
Or, lirgl_ fX)=f2)=4—-aet lirgl f(x) =v4—-3=1.Par conséquent f est continue en 2 si et seulement si :
x— X2+

4—-ag=1<—a=3

Conclusion : f est continue sur R si et seulement si a = 3.

Exercice 2. (6 points)
On considere la fonciton P définie sur R par :
P(x)=x>-2x*+x—4

1. Déterminer les limites de P en +oo et en —co.
Pourtout x#0ona:

Et lim x® = +oo donc par produit :
X—+00

lim P(x) =400
X—+00
De méme puisque xlim x*=-coona par produit :
——00
lim P(x) =-o0
X——00

Que peut-on en déduire ?
On peut en déduire que la représentation graphique de P n’admet pas d’asymptote horizontale en +oo.

2. Calculer P/ (x) et dresser le tableau de variation complet de P sur R.
Pour tout x € R, P est une fonction polynéme donc P est dérivable sur R et on a pour tout x e R :

P'(x) =3x* —4x+1
A=b?—-4ac=16-12 =4 donc P’ admet deux racines :

_-b-VA 4-2 1 _—b—¢K_4+2_1

X - et X:
1 2a 6 3 2 2a 6
dou:
1 1 2 1 1-6+9-108 104
P(1)=—4etP— = — -4 — — - - v v ___
3 27 9 3 27 27
1
"’ —° 3 1 +00
3
P'(x) + 0 - 0 +
104
T o7 +00
—00 4




et décroissante

1
—00; =
3

3. Expliquer pourquoi l'équation P(x) = 0 n’admet pas de solution dans I'intervalle | —oo; 1]. P est croissante sur

1
sur | —;1
3

, 1 104 o
, P admet donc un maximum en 3 qui est — 57 on en déduit que :

104
Vx<1,P(x)=s———<0
27

L'équation P(x) = 0 n"admet donc aucune solution sur I'intervalle ] — oco; 1].

4. Démontrer que I'équation P(x) = 0 admet une unique solution dans R. On note « cette solution.
Sur l'intervalle [1;+oo[on a:

— P est une fonction polynéme donc P est continue sur R.
— P est strictement croissante sur [1; +oo|
— Sur [1; +oo[ P est a valeurs dans [—4; +oo[ et 0 € [—4; +oo.

D’apres le corollaire du TVI I'équation P(x) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle [1;+ool.
On déduit de la question précédente que I'équation P(x) = 0 admet une unique solution dans R.

5. Al'aide de la calculatrice déterminer aca 107! pres.

P(2,3) <0etP(2,4) >0donc a=2,3.

6. Déterminer le tableau de signe de la fonction P.
Sur I'intervalle | — oo; 1] P(x) < 0 et sur l'intervalle [1; +oo[ P est une fonction strictement croissante qui s'annule en
«, par conséquent :

— P <0 sur]oo;al.
- P(x)=0pour x=aq.
— P>0sur]a;+o0[

dour:

P(x) - 0 +
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a désigne un nombre réel.
1. Endécomposant la fonction f démontrer qu’elle est continue sur I'intervalle ]2; +ool.
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Notons g la fonction inverse (donc définie et continue sur R™) par g(x) = — et k la fonction polynéme (donc définie
X
et continue sur R) par h(x) = x*-3.

Sur l'intervalle ]2; +oo[ f(x) =2g o h(x), f est donc la composée de deux fonctions continues (a un coefficient mul-
tiplicatif pres), on en déduit qu’elle est continue sur ]2 : +ool.

2. Justifier que la fonction f est continue sur ] —oo; 2[
Sur I'intervalle ] —oo; 2[ f est une fonction polynéme par conséquent f est continue sur | —oo; 2[.

3. Déterminer a pour que f soit continue en 2.
f est continue en 2 si et seulement si :

lim f(x) = f(2) < lim f(x) = lim f(x) = f(2)
x—2 x—2* x—2~
2
4-3

4—ag=2<—a=2

Or, 111’51 fX)=f2)=4—-aet lirgl f(x) = ——= =2. Par conséquent f est continue en 2 si et seulement si :
x—2" X—2+

Conclusion : f est continue sur R si et seulement si a = 2.

Exercice 3. (6 points)
On consideére la fonciton P définie sur R par :
P(x) = —x° +4x% —4x+2
1. Déterminer les limites de P en +oo et en —co.
Pourtout x#0Oona:

5 4 2
PR)=x"|-1+- -5+
X x* X
1 1 4 2 1
e xR P
Et lim x° = +oo donc par produit :
X—+00
lim P(x) =-o0
X—+o00
De méme puisque xlim x% = —co on a par produit :
——00

lim P(x) =+oc0
X——00

Que peut-on en déduire ?
On en déduit que la représentation graphique de P n'admet pas d’asymptote horizontale en +oo.

2. Calculer P/ (x) et dresser le tableau de variation complet de P sur R.
P est une fonciton polynéme donc P est dérivable sur R et on a pour tout xe R:

P'(x) = -3x*>+8x—4
A =b?—4ac=64-48 = 16. P’ admet deux racines :

_—b—\/Z_—8—4_2 _-b+VA -8+4 2

X et X -
! 2a —6 2 2a 6 3
2 8 16 8 —-8+48—-72+54 22
P(2)=-8+16-8+2=2etP|-|=-—+———4+2=—"——"—"""=-""
3 27 9 3 27 27
d’our:
2
X —00 - 2 +00
3
P'(x) - 0 + 0 -
+00 2
- —0OQ
27




3. Expliquer pourquoi I'équation P(x) = 0 n’'admet pas de solution dans I'intervalle ] — oo;2].
. s . 2
P est strictement décroissante sur I'intervalle 3 ;2| donc P

2 . . . .
—00; g] puis strictement croissante sur l'intervalle

2
admet un minimum en §’ ainsi:
22
Vx<2,P(x)=—>0
27

Par conséquent P(x) # 0 pour tout x < 2 et 'équation P(x) = 0 n'admet pas de solution sur I'intervalle ] — oo; 2].

4. Démontrer que I'équation P(x) = 0 admet une unique solution dans R. On note « cette solution.
Sur l'intervalle [2;+oo[on a:

— P est une fonction polynéme donc P est continue sur R.
— P est strictement décroissante sur [2; +oo[
— Sur [2;+o00o[ P est a valeurs dans ] —oo;2] et 0 €] — o00;2].

D’apres le corollaire du TVI I'équation P(x) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle [2; +ool.
On déduit de la question précédente que I'équation P(x) = 0 admet une unique solution dans R.

5. Al'aide de la calculatrice déterminer a2 107! pres.

P(2,8)>0etP(2,9) <0donca=2,8.

6. Déterminer le tableau de signe de la fonction P.
Sur l'intervalle ] — o00;2] P(x) > 0 et sur l'intervalle [2;+o0[ P est une fonction strictement décroissante qui s’annule
en q, par conséquent :

— P >0 sur]oo;al.
- P(x)=0pour x=aq.
— P<Osur]o;+o0[

dour:

P(x) + 0 -




