Nom:............... Prénom:............... Classe .......

INTERROGATION N°5

On prendra soin de coller le sujet sur la copie. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction et des justifications.

Exercice 1. (10 points)

On considere les fonctions f et g définies par :

- fx) =

1.

2.

4.

¥ —

sin x
2 pourx;éz - gx)= Tpourx;éo

(a) Déterminer lalimite de f en +oo et en —oo.
On transforme 'expression f(x) (because FI) :
Pour tout x #0 :

1
xz(l——+—2 -1y 12
X)) _ X X
fx) 5 5
x[=-1 -1
X X
Ona:
1 1 + 1
T 2 1
lim < =-1
X—+o00 2 -1
~-1
X
Et xllm X = +oo donc par produit on obtient :
—+00
A S ==
De méme comme xhrn X = —oo on a par produit :
——00
Jim f (0 =

(b) Peut-on en déduire I'existence d’une asymptote pour la représentation graphique %' en +oo?
Les limites en +oo de f valent oo on ne peut donc pas en déduire |'existence d’asymptote horizontale.

Montrer que pour tout x>0o0na:

. sinx 1
Vx>0, —l<sinx<les--—<—<—
X X

=

En déduire la limite de g en +oco.

1 1
Ona lim ——=0= lim — donc d’apres le théoreme des gendarmesona:
Xx—+00 X X—+00 X

Jim g0 =

Peut-on en déduire I'existence d’'une asymptote pour la représentation graphique %g en +oo?
Du résultat précédent on déduit que 4 admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —oo et en déduire I'existence d'une asymptote a 4 en —oo que l'on

précisera.
On refait la méme chose mais pour x < 0, ce qui donne :

. 1 sinx 1
Vx<0, —l<sinx<le=ss--=>—=>—
X X X
1
Ona hm -—=0= th — donc d’apres le théoréme des gendarmes on a:
—00 X —=

Jim _ g(x) =

On en déduit que ¢ admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.

(@) Etablirle tableau de signe de 2 — x.




(b) En déduire les limites de f en 2™ puis en 2™ ; en déduire I'existence d’asymptote a € 't que I'on précisera.
D’apres le tableau de signe précédent lorsque x >2 on a 2 — x < 0 par conséquent :

lim 2-x=0"
x—2+

De plus lirgl+ x> —x+1=4-2+1 =3, par quotient on obtient alors :
X—
lim f(x)=-o0
Jim, f

De méme, lorsque x <2ona2—x>0donc:
lim 2—-x=0"
x—2-

2

De plus lirgl Xx“—x+1=4-2+1 =3, par quotient on obtient alors :
Pt

lim f(x)=+o0
x—2-

On en déduit I'existence d’'une asymptote verticale d’équation x = 2.

(a) Pour tout x # 2 calculer f(x).
Pour tout x # 2 f est dérivableetona:

Cx-1DR-x)-(-Dx (% —x+1) 4x-2x*-2+x+x*—x+1 -x*+4x-1
2-x? - (2-x? S 2-x?

o=

(b) Etudier le signe de f’(x) en fonction de x.
Pour tout x # 2, (2—x)2 >0donc f "(x) est du signe de —x%+4x— 1, polynéme dont nous allons dresser le tableau

de signe.
A =16—-4 =12, ce polyndme admet deux racines :
—4++12
x1=72=2—\/§ et x2=2+\/§

On obtient alors le tableau de signe de f” :

x | -oo 2-V3 2 2+V3 +00

' -0 + | + o -

(c) Dresser le tableau de variation complet de f sur | —o0;2[U]2;+o0l.
On déduit du tableau de signe de la dérivée :

x | —oo 2-V3 2 2+3 +00
f' - 0 + |+ 0 -
+00 f2+v3)

f@l N e N
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INTERROGATION N°5

On prendra soin de coller le sujet sur la copie. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction et des justifications.

Exercice 1. (10 points)

On considere les fonctions f et g définies par:

x> +x+1 cosx+1
—f(x)=%pourx;él. —g(x)=Tpourx;£0.
x_

1. (a) Déterminer lalimite de f en +oo et en —oo.
On transforme I'expression f(x) (because FI) :
Pourtout x#0:

1 1
x2 —1+;+—2 —1+—+—2
(x): =X X
1 1
x(l——) 1-=
X X
Ona:
1+1+ L
lim X x2=__1__1
X—+o00 1 1
X

Et liIP X = +oo donc par produit on obtient :
X—+00

lim f(x)=-o0
X—+00
De méme comme lim x=—oo ona par produit:
X——00
lim f(x)=+o0
X——00

(b) Peut-on en déduire I'existence d’une asymptote pour la représentation graphique €’ f en too?
Les limites en +oo de f valent oo on ne peut donc pas en déduire 'existence d’asymptote horizontale.

2. Montrer que pour tout x>0ona:

=N

0<gx) =

cosx+1 2
Vx>0, —-1<cosx<l<=0<cosx+1<2«<—0<—— < —
X X

En déduire la limite de g en +oo.

. .2
Ona lim 0=0= lim — doncd’apresle théoréme des gendarmesona:
X—+00 X—+00 X

lim g(x)=0
X—+00
Peut-on en déduire I'existence d’'une asymptote pour la représentation graphique % en +oo?

Du résultat précédent on déduit que 4 admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

3. Déterminer, en vous inspirant de la question précédente, la limite de g en —co et en déduire I'existence d’une asymptote a %g en —oo que 'on
précisera.
On refait la méme chose mais pour x <0, ce qui donne :

cosx+1 2
Vx<0, —-1<cosx<l<=0<cosx+1<2<—=0z2——— = —
X X

2
Ona lim 0=0= lim — doncd’apresle théoréme des gendarmesona:
X——00 X——-00 X

Jim  g(x) =0

On en déduit que ¢ admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.

4. (a) Etablirle tableau de signe de x — 1.




(b)

(a)

(b)

(©

En déduire les limites de f en 1" puis en 1™ ; en déduire I'existence d’asymptote 2 ¢’ 't que I'on précisera.
D’apres le tableau de signe précédent lorsque x > 1 on a x— 1 > 0 par conséquent :

lim x-1=0"
x—1*

De plus lirrll+ —x*+x+1=-1+1+1 =1, par quotient on obtient alors :
X—
lim f(x)=+o0
Jlim, f

De méme, lorsque x<lonax—1<0donc:

lim x-1=0"
x—1-

De plus lir? —x?+x+1=-1+1+1=1, par quotient on obtient alors :
x—1"
lim f(x)=-oc0
x—1-

On en déduit I'existence d’'une asymptote verticale d’équation x = 1.

Pour tout x # 1 calculer f/(x).

Pour tout x # 1 f est dérivableetona:

(2x+Dx—-D-Ix(—x*+x+1) -2x2+2x+x—-1+x*-x—-1 —x*+2x-2
(x—1)2 - (x—1)? S (x-1?

flx) =

Etudier le signe de f ’(x) en fonction de x.

Pourtout x #1, (x— 1)2 > (0donc f'(x) est du signe de —x? +2x—2, polyndme dont nous allons dresser le tableau
de signe.

A =4-8=-4<0, ce polynéme n'admet pas de racine donc il est de signe constant. Ici on a pour tout x # 1,
—x?+ x+1<0. On obtient alors le tableau de signe de f’ :

X —00 1 +00

f’(x) _ H _

Dresser le tableau de variation complet de f sur ] —oo;1[U]1; +00l.
On déduit du tableau de signe de la dérivée :

X —00 1 +00

I
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