~» CORRECTION DU DEVOIR MAISON 4 &\
SUITES MONOTONES ET LIMITES

Vous traiterez au choix au moins un exercice parmi les six suivants. En traiter au moins deux est conseillé. Si
vous ne vous sentez pas encore a l'aise avec les suites, il est inutile de tourner la page.

[ )

Exercice 1. Théoréme de convergence monotone.

1
On considere la suite (u;;) définie par uy = — et telle que pour tout entier naturel r,
2

u _ 3un
L ou,
1. (a) Calculer uy et uy.
YT lv2uy 1+1 2 4
et 9 9
_ 3w _ 3 _1_39
E T 1+2 3 10
taur 1+5 3

(b) Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel 7, 0 < uy,.
On considere la propriété & définie au rang » par :

P(n):0<uy,

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence sur 7 :
— Initialisation : pour n=0o0na uy = % ce qui bien strictement supérieur a 0. Ainsi £ (0) est vraie.
En observant la question précédent on constate que (1) et £2(2) aussi sont vraies.
— Heérédité : Supposons qu'il existe un entier n € N tel que 0 < u,, et montrons que :

0<upt1

3u
un > 0 d’apres notre hypothése et 1,1 = # par définition de la suite. 3u,, >0 et 1+2u, > 1 par
Up

conséquent, assez trivialement :
Un+1>0
Ainsi des que &?(n) est vraie, & (n + 1) est vraie. La propriété & est donc héréditaire.
— Conclusion : & est donc héréditaire et initialisée a partir de n = 0, par conséquent :

VneN, u,>0

2. Onadmet que pour tout entier naturel 7, uy < 1.
(a) Démontrer que la suite (1) est croissante.
VneN:
3u, Bty —un(1+2uy)  3up—Un—2u2  2up—2u%  2u,(1-uy,)
Uprl —Up=Up+1 = ———— —Up=Up+1 = = = =
" e 1+2u, = " 1+2u, 1+2u, 1+2u, 1+2u,

Le dénominateur de quotient est strictement positif puisque u,, > 0, donc u,,+; — u, est du signe de 2u, (1 -
Up) qui est lui méme du signe de 1 — u;,. Enfin comme u, <1lona:

2up(l—uy)
l-up,>0= —— >0 = up 1~ uUp,>0<= Uy, 1 > uy,
1+2u,

La suite u est donc strictement croissante.

(b) En déduire que la suite (u;) converge.
u est une suite majorée par 1 (on I'a admis) et strictement croissante (c’est le résultat de la question pré-

cédente) par conséquent d’apres un fameux résultat du cours la suite u est convergente.
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Exercice 2. L L)

1
On considere la suite (1) définie par ug = 3 et telle que pour tout entier naturel n,

_ 3un
T 1+42uy,

Up+1

On admet que pour tout entier naturel n, on a u; >0
Démontrer par récurrence que :
VneN, up<1

et on étudiera ses variations.

Indication : Pour montrer que & est héréditaire, on introduira la fonction f définie sur10;1[ par f(x) =

Sur l'intervalle ]0; 1[ la fonction f est dérivable et sa dérivée vaut :

X
14+2x

3(1+2x)—3xx2 3
= >
(1+2x)2 (1+2x)2

)= 0 Vo<x<1

La fonction f est donc strictement croissante sur I'intervalle ]0; 1[.
Démontrons alors la propriété que nous baptiserons cette fois-ci 2 définie par :

Zn):u,<1
— Initialisation : pour n = 0.
1
Ug = 5 < 1donc &(0) est vraie.

— Heérédité : Supposons qu’il existe un entier naturel » tel que u, < 1 et montrons dans ce cas que . < 1.
On a la suite d’équivalence suivante :

up<l1 notons que d’aprésl'exo 1 u, >0

flupy) < f() car la fonction f est strictement croissante sur ]0; 1]

!

U115

Up+1 <1

Ainsi des que &?(n) est vraie & (n + 1) est vraie, ce qui montre que & est héréditaire.

— Conclusion : La propriété & est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire donc vraie quelque soit I'entier 7
ie:
VnelN, u,<l1

Exercice 3. Théoréme de convergence monotone. [ 1)
Soit (uy) une suite décroissante et strictement positive.

est convergente. !

Montrer que la suite (v;), définie sur N par v, = "
Un

— Montrons que v est strictement croissante.
Pour tout entier naturel non a:

B 1 1 _1+un—(1+un+1_ Uy — Up+l
1+up 1+u, Q+u))A+ups) A+up)d+uper)

Un+1—VUn

Le dénominateur de ce quotient est strictement positif puisque u est strictement positive, ainsi v,+; — v, est du
signe de u, — u,+1. Puisque u est strictement décroissante u,, — u,+; > 0, par conséquent :

Un+1— Un> 0= Upy1 > Uy

La suite v est donc strictement croissante.

1. On montrera que v est strictement croissante et majorée.
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— Montrons que v est majorée.
Puisque u est strictement positive on a, pour tout entier naturel 7 :

l+u,>1 < <l=v,<l1

+ Uy

La suite v est donc majorée par 1.

— Concluons.
v est strictement croissante et majorée par 1, d’apres un théoréme fameux du cours v converge.

Exercice 4. Théoréme de comparaison. (Y
Soit a € R, on considere la suite (u;) définie, pour tout entier naturel n, par :

u=a et un+1=un+u§l+l

1. Montrer que la suite (1) est strictement croissante.
Pour tout entier naturel non a:

Uni1 = Un+US+1 = Upy —Up = +121

Ainsi Uy 1 —u, >0 uy > Uy, VneNdonclasuite u est croissante.
2. Ecrire et programmer un algorithme qui demande de saisir deux réels M et a et qui affiche le premier rang p pour lequel u, > M.

3. SoitneNet Z(n): u, = a+ n. Montrer par récurrence que 2 (n) est vraie pour tout n € N.

- Initialisation :pour n=0, uyy=aeta+0xn=a, et a=a= (0) est vraie.

— Hérédité : Supposons qu'il existe un entier naturel n tel que u, = a+ n et montrons que :
Upr1=a+n+1

Ona:

Ups1 = Up + U2 +1
el un+12a+n+ui+1

= Upy1=za+n+l puisqu’'un carré est positif ou nul

Ainsi des que #(n) Z(n+ 1) l'est. La propriété &2 est héréditaire.
4. Conclusion : & étant initialisée a partir de n = 0 et héréditaire, elle est vraie pour tout entier naturel 7.
5. Endéduire que lim uy, = +oo.
n—+oo
D’apres la question qui précede on a :
VneNu,=za+n
Or:

lim a+n=+o00
n—+oo

donc par comparaison on déduit que :

lim u, =+oo
n—+oo
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Exercice 5.
On considere la suite

noq
w=S —
=y
1. Montrer uei<;<L—l Vk=2
: W= %k—D k-1 & o7
Pourtoutk=2: )
k-1<k=kk-1N<k’ = —>—
( ) k(k—-1) k2
De plus pour tout k=2 :
1 1 _k-(k-1_ 1
k-1 k k(k-1) k(k-1
Enrésuméona:
Vk=2 i<;—L_l
’ k2~ k(k-1) -1 k
2. Montrer que
nooq 1) 1
—  _l=1-=
,ng(k—l k n
Ona:
i( 1 1)_(1 1) (1 1) ( 1 1)_1
o\k-1 k) \1 2) \2 3 n-1 n)
3. Montrer que
> La
=2 kT

En combinant les résultats des questions 1 et2ona:
71 1 1 1 1
FLoF (L)l
i k® i\k-1 k

4. Déterminer un réel M qui majore u,, pour tout entier n € N*,
En utilisant le résultat de la question précédente on obtient :

1
Up= Yy —
arye

no
1+Zﬁ51+1=2
k=2

Ainsi u est majorée par 2.

5. Montrer que u converge.

PourtoutneNona:
n+1 1 no1

1
u”+1_u":Zﬁ_zﬁzi(n+1)2>o:u"+l>u”

k=1 k=1
La suite u est donc strictement croissante.
u est une suite strictement croissante et majorée par 2 donc u est convergente.

Exercice 6.
On considere la suite définie pour tout entier n € N* par :

&=

n
un:Z

k=1
On consideére pour A € N la propriété & définie par :
P @A) :3Ang eN,up, >A

1. Lobjectif de cette question est de démontrer la propriété & par récurrence.

(a) Montrer que Z(0) est vraie.

LT LTS

AAAAAA

Pour A =0, on cherche ny tel que uy, > 0. Or u; = 1> 0 donc en choisissant 7o = 1 on a bien u,, > A, ainsi
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Z(0) est vraie.

(b) Montrer que Z(1) est vraie.
Pour A =1, on cherche ng tel que u;, > 1. Or up = 1+% = % > 1 donc en choisissant ng = 2 on a bien u;, > A,
ainsi (1) est vraie.

(c) Supposons que Z(A) soit vraie.

i. Traduire, par une phrase en frangais, la supposition que I'on a effectué.
On suppose que pour un entier naturel A, il existe un entier naturel ng tel que u,, est strictement
supérieur a A.

.. 1 .
11. Montrer que Upyp, > Un, + 7 En déduire que ugp, > un, +1

2ng 1 oy 2ng

1
N I
kl =ny

1 1
orsi k < 2ny alors — > —, par conséquent :
k 2ng

1
u2n0>un0+n0><2—n()=un + =

En appliquant deux fois cette propriété nouvellement démontré on déduit que :

1 1 1
u4n0>u2n0+52un0+5+£:un0+1

iii. En déduire que #(A + 1) est vraie.
Si Z(A) est vraie alors il existe un entier naturel ng tel que :

Up, > A
D’apres la question précédente on a :
Ugpy > Up, +1>A+1

Ainsi il existe un entier naturel (I'entier 4n,) tel que u,, > A+1, la propriété (A + 1) est donc vraie
des que la propriété & (A) I'est.
(d) Conclure.

La propriété &7 est initialisée a partir de A = 0 et est héréditaire, par conséquent pour tout entier A € N on
al’existe d'un entier naturel ng tel que u,, > A.

2. Utiliser la question 1 pour déterminer la limite de la suite u.
Considérons un intervalle de la forme ] a; +oo[ ou1 a est un nombre réel strictement positif. Nommons A I'entier
immédiatement supérieur a a, alors d’apres la question 1 il existe un entier ny tel que u,, > A = a. Le nombre
uy, est donc dans l'intervalle ] a; +ool.
Enfin, de maniere triviale la suite u est strictement croissante, en effet :

Up+1 = un"'m = Up+1 > Up

On en déduit que pour tout n = ng, U, > Uy, = a.
On vient de montrer qu’a partir de I'entier ng tous les termes de la suite u sont dans l'intervalle ] a; +ool.
Ce raisonnement est valable quelque soit I'intervalle ] a; +oo[ choisit au départ, par conséquent et par définition :

n

) 1
i, 2 = oo

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 5/5
zancanaro.math@gmail. com Tales _ 2013-2014


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:zancanaro.math@gmail.com

