~» CORRECTION DU DEVOIR MAISON 2 &\
RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Vous traiterez au choix deux exercices parmi les cinq suivants.

Exercice 1. L]
On considere la suite (1) définie par ug =1 et, pour tout entier naturel n,

Unp+l =V 2uUp

Démontrer par récurrence que :
vneN, O<up<2

Notons &?(n) la propriété, pour ne N:
Pn):0<u,<2
— Initialisation : Pour n =0 on a uy = 1 et 1 est bien compris entre 0 et 2. Ainsi &?(0) est vraie.

— Heérédité : On suppose qu'il existe un entier naturel n tel que 0 < u, <2 et on veut démontrer que :
0 < un+1 < 2
On a la série d’équivalence suivante :

O<u,=<2
— 0<2u,=<4
— 0<\/2unS\/Z:2

— O<up1=2

Ainsi des lors que la propriété est vraie au rang n elle I'est au rang n + 1, cette propriété est donc héréditaire.

— Conclusion : La propriété 7 est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire on en déduit que :

VneN:O<u,<2

Exercice 2. L
On considere la suite v définie pour tout entier naturel » par :

V=0 et vy1=vy+2n+1

1. Calculer les cing premiers termes de la suite v, puis conjecturer I'expression de vy, en fonction de n.
vo=0dapres 'énonce...; v1 =1p+2x0+1=0+1=1; v =11 +2x1+1=1424+1=4;v3=02+2x2+1=
4+44+1=9etenfinvy=v3+2%x3+1=9+6+1=16
Il semble que :
vneN, v,=n’

2. Démontrer par récurrence votre conjecture émise a la question 1.
Notons £ (n) la propriété, pour n € N :
P(n):v,=n®
— Initialisation : Pour n = 0 on a vy = 0 par définition et 0% = 0, ainsi Z(0) est vraie.

— Hérédité : On suppose qu'il existe un entier naturel n tel que v, = n? et on veut démontrer que :
_ 2
Vpy1=(n+1)
Or,
Vne1= Up+2n+1=n*+2n+1=(n+1)*

Ainsi des lors que la propriété est vraie au rang n elle 'est au rang n+1, cette propriété est donc héréditai}e.
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— Conclusion : La propriété & est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire on en déduit que :

Vnel\l:vn:n2

Exercice 3. LT
On considere la suite (v;;) définie pour tout entier naturel n par

vg=1

Un+l =
n 6—Vn

Démontrer par récurrence que :
O<vp<3

Notons &?(n) la propriété, pour ne N:
Pn)0<v,<3:

- Initialisation : Pour n =0 on a vy = 1 d’aprés I'’énoncé et 1 est bien compris entre 0 et 3 donc £2(0) est vraie.

— Heérédité : On suppose qu’il existe un entier naturel » tel que 0 < v, < 3 et on veut démontrer que :
O<vp+1<3

Ona:

1 1 9 9
0<1,<3<—= -3<—1,<0<=3<b6-1v,<b6c= =<

3
> <3<—=-<v41<3
6 6-v, 3 6 6-vy, 2

3
Or, comme 5 > 0 on en déduit que :
O<vn+1<3

Ainsi des lors que la propriété est vraie au rang n elle I'est au rang n + 1, cette propriété est donc héréditaire.

— Conclusion : La propriété & est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire on en déduit que :

VneN:0<v,<3
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Exercice 4. L L)

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel #» non nul on a L.

nl =21

Notons Z(n) la propriété, pour n € N* :
P(n):n!z2""1

— Initialisation : Pour n = 0 on a d’'une part 1! = 1 et d’autre part 2'7! = 2° = 1, ainsi 1! = 2! 7!, par conséquent
Z(0) est vraie.

— Hérédité : On suppose qu'il existe un entier naturel non nul n tel que n! = 2"~ ! et on veut démontrer que :
(n+1!=2"
Or (n+1)!=(n+1) x n! et puisque on a supposé que n! = 2" lona:
(m+D!=n+)xn'=(n+1)x2""*
Puisque 7 est un entiernonnulona n+1 = 2 ce qui donne :
(n+ D= (n+1)x2" =221 ="

Ainsi des lors que la propriété est vraie au rang n elle I'est au rang n + 1, cette propriété est donc héréditaire.

— Conclusion : La propriété & est initialisée a partir de n = 1 et est héréditaire on en déduit que :

VneN*:nl=2"1

1. Onrappellequen!=1x2x---xn
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Exercice 5. (LYY
Démontrer par récurrence que pour tout entier n >4 ona:
2" > n?
Notons & (n) la propriété, pour n€ N avec n >4 :
P(n):2" > n?

— Initialisation : Pour n = 5 on a d’une part 2° = 32 et d’autre part 5% = 25, effectivement 32 > 25 donc 2 (0) est
vraie.

— Hérédité : On suppose qu'il existe un entier naturel n > 4 tel que 2" > n? et on veut démontrer que :
2" > (n+1)?
Or2"l=2x2" doir:
2" S 2% n? =2n?

Il faut encore démontrer que 2n? = (n+1)%ie que 2n®=n’+2n+1ie que 2n®-n*-2n-120 = n*-2n-1=0
Notons Q le polynome définie par Q(n) = n? — 2n — 1 et établissons son tableau de signe.
A =b*—4ac=4+4=8, ce polyndme admet donc deux racines réelles :

-b-VvVA 2-2v2
n = \/_: \/_:1—\/§<0 et n2:1+\/§
2a 2
Le tableau de signe de Q est alors le suivant :
n —00 ni ny +00
Q(n) + 0 - 0 +

Dés lors que n> 1+ V2 =2,4 on a Q(n) > 0. Par conséquent pour tout nombre entier n strictement supérieur a
4ona:
n?-2n-1>0=2n%>(n+1)>*

On avait démontré que

On en déduit que :
21> (n+1)?

Ainsi des lors que la propriété est vraie au rang n elle I'est au rang n + 1, cette propriété est donc héréditaire.
— Conclusion : La propriété & est initialisée a partir de n =5 et est héréditaire on en déduit que :

vneN avecn>4:2">n?
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