¢» CORRECTION DU DEVOIR MAISON 20 &»
INTEGRATION

Dans ce devoir maison, les éleves désirant intégrer une classe préparatoire scientifique traiteront I'exercice 2,
les autres traiteront I’exercice 1.

Exercice 1. PARTIE A.
Soit f la fonction dérivable, définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par f(x) = xIn(x).
1. Déterminer les limites de f en 0 et en +oo.
2. Onappelle f’ la fonction dérivée de f sur ]0; +ool. Montrer que
f'(x)=In(x) +1.

3. Déterminer les variations de f sur 10 ; +ool.

PARTIE B.

Soit € la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal.
Soit f l'aire, exprimée en unités d’aire, de la partie du plan comprise entre 'axe des abscisses, la courbe ¥ et les droites d’équations

respectives x =1 et x = 2.
On utilise I'algorithme suivant pour calculer, par la méthode des rectangles, une valeur approchée de l'aire «/. (voir la figure ci-apres).

Variables

k et n sont des entiers naturels

T U,V sont des nombres réels
Initialisation

U et V prennent la valeur 0, n
prend la valeur 4

Traitement

Pour k allantde0an—-1

1 k
0 1 2 U:=U+—f(1+—)
n n
€ 1 k+1
Vi=V+—fll+——
n
Fin pour
Affichage
Algorithme : AfficherU etV

1. (a) Quereprésentent U etV sur le graphique précédent?

(b) Quelles sont les valeurs U et V affichées en sortie de I'algorithme (on donnera une valeur approchée de U par défaut a 1074 pres
et une valeur approchée par exces de V a 1074 pres)?

(c) En déduire un encadrement de «f.

2. Soient les suites (Uy) et (V) définies pour tout entier 7 non nul par :

U, = %[f(1)+f 1+% +f(1+%)+~~~+f(1+n7_1)] .
Vp, = %[f 1+% +f 1+%)+---+f(1+n7_1)+f(2)]

On admettra que, pour tout 7 entier naturel nonnul, U, < of <Vj.
(@) Trouver le plus petit entier n tel que V,; — Uy, <0, 1.

(b) Comment modifier 'algorithme précédent pour qu'’il permette d’obtenir un encadrement de «f d’amplitude inférieure a 0,1?
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PARTIE C.

2 x2

Soit F la fonction dérivable, définie sur 10 ; +oo[ par F(x) = % Inx— R

1. Montrer que F est une primitive de f sur]0; +ool.

2. Calculer la valeur exacte de <.

Correction :

EXERCICE 1

Partie A

Soit f la fonction dérivable, définie sur I'intervalle 10 ; +oo[ par f(x) = xIn(x).

1. D’apres le cours, on sait que lim xIn(x) =0donc lim f(x)=0.
X—+00 X—+00

lim x=+o00

Yoo lim xIn(x) = +oo (par produit) donc lim f(x)= +oco.
X—+00 X—+00

lim In(x) = +oo
X—+00

2. Lafonction f est dérivable sur ]0; +oco[ comme produit de fonctions dérivables :

() =1xIn(x) + x x % =In(x) + 1.

3. On étudie le signe de f(x) sur]0;+oo[: In(x) +1>0 < In(x) > -1 < x>e~

Donc:

« Lafonction f est strictement décroissante sur ]0;e”!];

1

* la fonction f est strictement croissante sur [e” " ; +ool.
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Partie B
Figure Algorithme
/ Variables

114 k et n sont des entiers naturels

U,V sont des nombres réels
Initialisation

U prend la valeur 0

0 1 2 V prend la valeur 0

€

n prend la valeur 4
Traitement

Pour k allantdeO0an—1
1 k
Affecter a U la valeur U + ;f (1 + ;)

1 k+1
Affecter a Vlavaleur V+ Zf (1 + —)

Fin pour
Affichage

Afficher U

Afficher V

1. (a) Sur la figure ci-dessus, le nombre U représente la somme des aires des rectangles inférieurs (en rouge) ;
cette somme minore I'aire sous la courbe. Le nombre V représente la somme des aires des rectangles su-
périeurs (en bleu) ; cette somme majore I'aire sous la courbe.

(b) On fait tourner I'algorithme ci-dessus :

Variables k 0] \% n
Initialisation 0 0 4
Traitement 0 0 0,0698 4
1 0,0697 0,2218 4
2 0,2217 0,4667 4
3 0,4666 0,8132 4
Affichage On affiche la valeur de U : 0,4666
On affiche la valeur de V : 0,8132

(c) On peut donc en déduire que 0,4666 < of <0,8132.
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2. On admettra que, pour tout n entier naturel non nul, U, < o/ <V,,.

1+n—1) et que
o u
n q

(@) SachantqueUn:%[f(1)+f(1+%)+f(1+%)+...+f

1 1 2 n-1

V,=— 1+—=|+f|1+—=]+-+f|1+——|+f(2)],

" n ! n) ! n) f( n ) A )]

1 2In(2)-0 2In(2
onpeutdirequeV,,—Un:E(f(Z)—f(l)): n@-0_ 1111( ).
2In(2) 2In(2)
V,-U; <01 < <0,1 < 2In(2)<0,1n < . <n
n )
2In(2) . . PN

Or 01 ~ 13,86 donc le plus petit entier 7 tel que V,, — U, soit inférieur a 0,1 est 14.

Vérification : V13— U3~ 0,107>0,1 et V14, — U4 = 0,099 <0, 1.

(b) Pour obtenir un encadrement de «f d’amplitude inférieure a 0,1 dans 'algorithme, il suffit d’entrer 14
comme valeur de n; autrement dit, au lieu de « n prend la valeur 4 », on entrera « n prend la valeur 14 ».

Partie C
x? x?
Soit F la fonction dérivable, définie sur ]0 ; +oo[ par F(x) = > Inx - T
2 21 2
1. F'(x) = ?x x In(x) + x? "= Tx = xIn(0) + g - g — xIn() = f(x)

Donc F est une primitive de f sur ]0;+ocol.

2. Lafonction f est croissante sur [1;2] et f(1) = 0 donc la fonction f est positive sur [1;2]; on peut donc dire que
2
o = f FOL.
1
2 1 3
~Q¢=f fOt=F@)-FQ1) = 2@ -1)-|-7]=2n@) -
1

Exercice 2. Intégrale de Wallis et Intégration par parties
PARTIE A. Intégration par parties.

[ 4% Théoréme 1. j

On considere deux fonctions u et v dérivables sur un intervalle [a; b], alorson a :

b b b
fu(t)v’(t)dt:[u(t)v(t)]a—f v (Dv(ndt

a a

1. Rappeler la formule permettant de dériver le produit u(t) x v(¢) puis a partir de cette égalité, par passage a I'intégrale démontrer le

théoréme.
On sait que si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle [a; b] alors pour tout ¢ de I'intervalle [a; b]

ona:
w(v@) =u @Ov) +u®v'(r)

En intégrant le long du chemin [a; b] on obtient :

b b
f(u(t)v(t))'dt:f (v +u)v' (Ddt

Puis par linéarité de I'intégrale on obtient :

b b b
f(u(t)u(t))’dt:f u’(t)u(t)dt+f ut)v' (ndt

a
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Enfin par la formule de Newton Leibnizon a:

b b b
u(t)v’(t)dt@f u(t)v’(t)dt:[u(t)v(t)]Z—f u'(Dv(ndr

a

b
[u(t)v(r)12=f

a

u’(t)u(t)dt+f

a

b X
te’dt puis] :f In(f)dt.
1

a
On pose u(t) = tet v'(t) = e’, par conséquent u'() = 1 et v(t) = e’ et d’apres le théoréme on a:

2. Enutilisant le théoréme, calculer I = f

b
1=[te']” —f eldt=be’ — ae®—[e'12 = be? — ae® — e’ + &
a
1
Onpose u(f)=Intet v'(t) =1onaalors u/(f) = et v(t)=tdonc:

* 1
J= [tlnt]f—f tx —tdt:xlnx—lnl—[t]f:xlnx—x+1
1

PARTIE B. Intégrales de Wallis

On considere pour 7 € N les intégrales suivantes :
L

I =f2 (cosn)"dt
0

1. Calculer I puis ;.

3 3 LI n
Ip= costodtzf ldt=[t]}) ==-0=—
0 fo ( ) A [t], > >
2 1 z . L S
I = (cost) dt= costdtz[smt]o=smz—sm0:1—0:1
0 0

2. Enposant u(t) = (cost) "1 et v/ (1) = cost et appliquant le théoreme 1, montrer que :
_n+l I
n+2 = ) n

u(t)=(n+1)(cost)” x (—sint) = —(n+1)sint(cos )" et v(t) = sin t donc d’apreés le théoréme 1 on a:

| P =f2 (cos t)"+2dt=f2 u(t)v'(t)dt = [(cos £)"*'sin t]g)—fz —(n+1)sint(cost)” xsin tdt
0 0 0
Ainsi :

3 3 2 2
In+2=(n+1)f sin® rcos” tdr = (n+1)f (1-cos®t)cos" tdt = (n+1)f cos”dt—(n+1)f cos" 2 dt
0 0 0 0

Au final
n+1
Lyio=n+ DI, —-(n+ DI o=n+DI,,—-(n+ Dl ;o = 2o0+n+1)=(n+ DI, = 1,42 = Pl
3. Endéduire s et 4.
I | 2 ot | 3I 3 II 3 m 3n
= — = — = —_— ==X —-—=—
573173 Y74 42° 872 16
4. Montrer que:
2p)in 22P (phy?
Iy (2p) et Dyt (ph)

- 22p+1 (p!)Z
Montrons ces deux propriétés par récurrence.
n_ (2p)m ol

e re e o n s 3
— Initialisation : Si p = 0 alors I, =1y = 2 et 22l Sl =5 donc la formule est vérifiée pour p = 0.
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20(0)* : e
DeplusIzpi =1 =1et =1, doncl'autre formule est vérifiée.
o (2p)im 2% (pYy?
— Hérédité : Supposons que I, = — et Izp+1 = ———— etmontrons que:
22p+1 (p!) 2p+1)!
(2p+2)in 22P*2((p + 1)))?
bpro=—""""3 et Dpiz=— """
22r+3 ((p+ 1)) 2p+3)!

D. Zancanaro

+1 2p+1
On sait que I,,42 = %In ainsilrpio = 2;))—+212p donc en utilisant I'hypothése de récurrence on a:
Lo_2p+l @p)nr  @p+2@p+D) (2p)m (2p+2)in
2p+2 = 2p+2 92p+1 (p1)? B 2p +2)? 22p+1 (p12 (2 +2)2 (22P+1) (p1)?
22p+1 (pY) (r)”  @ep+2)2(2271)(p))

Or, 2273 (p+1)!)° =227 s a x (p+ 1)% x (p1)* = 22771 x (4p® +8p +4) (p))* = 2271 x 2p +2)? (p)°.
Par conséquent :
(2p+2))in
Lpio=—"""T—
22r+3 ((p+1)))
On vient donc de démontrer par récurrence que pour tout peNona:

Lo __(2p)m
T (p)?

On procede de la méme maniere pour I'autre égalité :

2p+2. @p+22 22P(ph)? 22(p+D2(22P)(p)? 222 ((p+1))?
2p+3 P T 2p+3)2p+2) @p+ D! @2p+3)! T (2p+3)!

Ipi3 =

On vient donc de démontrer par récurrence que pour tout p e Non a

22p (p|)2
Lpi1=5——
@2p+1)!
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