¢» CORRECTION DU DEVOIR MAISON 18 e
LOGAIRTHME NEPERIEN

Dans ce devoir maison, il est obligatoire de traiter un exercice. Les éléves qui ont obtenu au bac blanc une note
inférieure ou égale a 7 traiteront I'exercice 1, ce qui ont obtenu une note supérieure ou égale a 12 traiteront
I'exercice 2, les autres ont le choix de I'exercice.

Exercice 1.

1. Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par :

1
f(x):ln(1+;)—x.

(a) Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +oo.

Comme : ) )
im — =+4oc0o= lim 1+ — =+oc0
x—0*t X x—0* X
Or,
lim InX=+o0
X—+o00o
Par conséquent :
lim f(x) =+o0
x—0*
De plus
.1 . 1 ) 1
Iim —=0—= lim 1+—-=1=— lim In|{1+—|=0
X—+00 X X—+00 X X—+00 X
Et donc:

Jim /()= o0

(b) Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur 10 ; +oo[. La fonction f est dérivable sur son ensemble de
définition comme composée de fonction dérivable et pour tout x >0ona:

1 1
£ = 2 - 2 Lo X _—x=x*(x+1)  x(L+x(x+1)
T L T e s R C R Y
b X
xI+x(x+1
Comme x > 0 on aimmédiatement X +xler 1) >0 et donc f'(x) < 0 ce qui prouve que f est strictement

x2(x+1)
décroissante sur ]0; +ool.

(c) Montrer qu'il existe un unique réel a appartenant a]0 ; +ool tel que f(a) =0.

Lafonction f est continue sur ]0; +oo[ et est strictement décroissante sur ]0; +oo[ a valeurs dans ] —oo; +00],
par conséquent d’apres une conséquence du TVI'équation f(x) = 0 admet une unique solution a > 0.
Déterminer une valeur approchée de o a 1073 pres.
Ona:

0,806 << 0,807

1
2. Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par: g(x) =1In (1 + ;)

1
1+ —
Un
On areprésenté ci-dessous la courbe € représentative de la fonction g et la droite d’équation y = x.

La suite (u45) ,en est définie par ug = 1,5 et pour tout entier naturel 7 : u,4+1 = g(un) =In
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(a) Construire sur I'axe des abscisses, en laissant les traits de construction apparents, les cinq premiers termes de la suite (15,) e

(b) Le graphique permet-il d’émettre les conjectures suivantes ? On recopiera sur la copie le numéro de la conjecture suivie de OUI

ou NON. Aucune justification n'est demandée.

% Conjecturen® 1: «la suite (i) e €St monotone. »

Cette suite n’est pas monotone puisque ug > u; et que up > u;.

% Conjecturen® 2 : «la suite (1) ,en €st minorée par 0,5. »

Le graphique porte a le croire.

Y Conjecture n® 3 : «la suite (1) ,en cOnverge vers 1. »

Il semblerait qu’elle converge vers un nombre inférieur a 1, vers I'abscisse du point d’intersection des

deux courbes i.e. vers la solution de I'’équation In

1 .
l1+—|=x1le.versa.
X

(c) Onadmet que la suite (1) ,en €St convergente vers une limite £ strictement positive.

1
1+-|=¢
!

Montrer que In
Puisque u,+1 = g(uy,), que g est une fonction continue sur ]0; +ool il vient par passage a la limite que :

1
l=gl)—=~L=In 1+E)

(d) Montrer que £ = a.
1 1
Comme d’apres précédente on a ¢ = In (1 + Z) <~ In (1 + Z) —0=0< f(f) =0, or on a déja démontré

que f(x) = 0 admettait une unique solution o dans ]0; +ool, par conséquent :

l=ua
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Exercice 2. On désigne par a un réel strictement positif et différent de 1.
On se propose de rechercher, dans I'intervalle ]0 ; +ool, les solutions de I’équation

Eq: x%=a”".

On rappelle que pour tout A > 0 et pour tout réel xona:

AX = eln)\" _ exln)\

I Etude de quelques cas particuliers

1. Vérifier que les nombres 2 et 4 sont solutions de I'équation E,.

Sia=2etsix=2l'équation E, est satisfaite en effet :

22 =22

Si a =2 etsix=4denouveaul’équation E, est satisfaite puisque :

4?2 =2*=16

2. Vérifier que le nombre a est toujours solution de I'équation E,,.

Pour x = a B, est I'égalité a® = a“, égalité qui effectivement est toujours vérifié.

3. On se propose de démontrer que e est la seule solution de I'équation Ee.
On note £ la fonction définie sur I'intervalle 10 ; +oo[ par h(x) = x—elnx.

(@)

(b)

(@]

D. Zancanaro

t
e
Question de cours : On rappelle que lorsque ¢ tend vers +oo, alors - tend vers +oo.
. . Inx
Démontrer que lim — =0.
X—+o00 Xx

Onpose X = e’ & InX = t, lorsque t tend vers +oo, e’ tend vers +ooi.e. X tend vers +oo ce qui donne :

. el . X ) 1 . InX
Iim — =400 lim —=+c0¢<= lim —=0<= lim — =0
t—+oo X—+00 InX X—+o00 % X—+00 X

Déterminer les limites de / en 0 et +oo.

limlnx = —oo= lim h(x) = +c0
x—0 x—0

De plus pour x>0ona:
Inx
h(x)=x[1-e—
x
. . Inx . Inx . . .
Et puisque lim —— =0ilvientque lim 1-e—— =1 puis par produit on obtient :
X—+00 X X—+00 X

lim h(x)=+oco
X—+00

Etudier les variations de h sur I'intervalle ]0 ; +ool.

Pour tout x > 0 h est dérivable (comme d’habitude...) et :
e

Hx)=1-—=—
X

Puisque x > 0, 1’(x) est du signe de x — e qui s’'annule pour x = e, on obtient le tableau de variation de h
suivant :
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X 0 e +00
H (x) H - 0 +
+00 +00
h \ /
0

(d) Dresser le tableau des variations de & et conclure quant aux solutions de 'équation Ee.

On cherche a résoudre I'équation :

Inx eelnx — eelnx

e
ef=xle—=e'-x=0c=ce"-e™" = 0= e"- 0e=e*= — x=celnx<=x—elnx=0

Ainsi on cherche a résoudre I'équation h(x) = 0.

Or, sur I'intervalle ]0; e[ 1a fonction h est strictement décroissante donc pour tout x < eon a h(x) < h(e) =0,
ainsi il n’existe aucune valeur de x < e telle que h(x) =0.

De méme h étant strictement croissante sur ]e; +oo[, pour tout x > e on a h(x) > h(e) = 0 ainsi il n'existe
aucune valeur de x > e telle que h(x) = 0.

Léquation E, admet donc une unique solution dans ]0; +oo[ qui est x = e.

II Résolution de 'équation E,

. , . .. . » . . . . L . Inx Ina
1. Soit x un réel strictement positif. Montrer que x est solution de I'équation E si et seulement si x est solution de I'équation : — = —.
x a

x est solution de E si et seulement si :

. Ina Inx
a*=x% = " = x% = "M = % — xIna=Inx* < xlna=alnx < — = —
a X
s . PP s Inx
2. On considere la fonction f définie sur I'intervalle ]0 ; +oo par: f(x) = —.
x
(a) Déterminer les limites de f en 0 et +co. Donner une interprétation graphique de ces deux limites.
On sait que
. Inx
lim — =0
x—+oo X

ce qui implique que la représentation graphique de f admet une asymptote horizontale d’équation y =0
en +oo.

De plus

limlnx =-o00 et lim — =+o00
x—0 x—0%t X

ce qui implique par produit que :
lin}) fx)=-0o0
X—

ce qui implique que la représentation graphique de f admet une asymptote verticale d’équation x =0
(b) Etudier les variations de f sur I'intervalle ]0 ; +ool.

f est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout x >0on a:

Lyx—-Inxx1 1-Ilnx

f'o=+——07 =

x2

Puisque x> > 0 pour x # 0, f'(x) est du signe de 1 —1In x qui s’annule lorsque x = e.
Deplusl-Inx>0<=1>Inx < e>x,

Par conséquent f'(x) >0 < 0 < x < e donc [ est strictement croissante sur ]0; e[ et f est strictement
décroissante sur ] e; +oo|
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(c) Dresser le tableau des variations de la fonction f.

X 0 e +00
1 H + 0 -
1
fo | e T~ .

3. Justifier a I'aide des résultats précédents les propositions (P;) et (P») suivantes :

(Py) :sia€]0; 1], alors E; admet 'unique solution a;

Ina
Si0<a<1alorslna <0et — <0 par conséquent I'équation E, qui a le méme ensemble de solution que
a

. . Inx Ina . ) . . Inx
I'équation — = — ne peut admettre des solutions que si x < 1 (dans le cas contraire on aurait — > 0).
x a X

f est enfin une fonction continue, strictement croissante sur ]0; 1] a valeurs dans ] — oo; 0] donc I'équation

Inx Ina . . . .
—— = — admet d’apres une conséquence du TVI une unique solution. a étant une solution de l'inter-

X a
valle ]0; 1] il vient que c’est 'unique.
(P2) :siac€]l; e[uU]e; +ool, alors E,; admet deux solutions a et b, 'une appartenant a l'intervalle |1 ; e[ et 'autre appartenant a
I'intervalle ]e ; +ool.
Sil < a < ed’apres le tableau de variation de fona:
In1 Ina Ine Ina 1

f(1)<f(a)<f(e)<:>T<7<7<:>0<7<;

f étant continue et strictement croissante sur ]1;e[ a valeurs dans |0; —| donc d’apres le TVI I'équation
e

Ina
f(x) = — admet une unique solution dans l'intervalle ]1; e[ qui est x = a (puisque a est solution i.e. E,
a

admet pour unique solution x = a dans l'intervalle ] 1; e|[.

De méme dans l'intervalle | e; +oo[ f est continue et strictement décroissante dans l'intervalle ] e; +oo[ a va-

Ina
leurs dans doncl'équation f(x) = v admet d’apres le TVI une unique solution dans I'intervalle

1
—;+o0
e

le; +oo[ que nous noterons b.
Si a > e alors puisque f est strictement décroissante sur ]e; +ool alors

Ina 1

a e

Et d’apres le TVI appliqué successivement sur 'intervalle ]1; e[ puis sur 'intervalle ]e; +oo[ I'équation E,
admet deux solutions 'une dans ]1; e qui est b et 'autre dans ] e; +oo[ qui est a.
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