~» DEVOIR MAISON 10 &
REVISIONS : SUITES, ESPACES, FONCTIONS.

Ce devoir maison de révisions, de préparation au DS3 est facultatif. Il est cependant fortement conseillé de
faire tous les exercices.

Exercice 1. Y YN XYY

On considere la suite (u;;) définie sur N par :
up=-1 et Up+1 =V2+Up

1. Calculer les cing premiers termes de la suite (uy,).

up=-ldoncu; =v2—-1=1puisu, =v2+ :\/§puis ugz\/2+\/§etenﬁnu4: \/2+\/2+\/§

2. On considere la fonction f définie sur [—2; +ool par :
fx)=v2+x
(@) Montrer que | est continue sur [—2; +ool.
f =gohavec g(x) = vx et h(x) =2+ x. La fonction h est continue sur R puisqu’il s’agit d'une fonction af-
fine. Pour x € [-2; +oo[ on a k(x) = 0 et la fonction g est continue sur [0; +oo[ (puisqu’il s’agit de la fonction
racine carrée). La composée de ces deux fonctions est donc continue sur I'intervalle [—2; +ool.

(b) Calculer f’(x) pour x €] — 2; +oo] et dresser le tableau de variation de f.
La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0, c’est pourquoi la fonction f n’est pas dérivable en -2,
en revanche en tant que composée de deux fonctions dérivables f est dérivable sur I'intervalle | — 2; +o0o[

et:
2+ 1

C2V21x 2V2+x

Pour tout x > -2 on a2+ x>0 donc 2v2+x > 0donc f'(x) >0dou:

VxeR, f'(x)

X -2 +00
fol |+
+00
f) -
0

Eneffet f(-2)=v2-2=0.

Deplusde lim 2+ x=+ooetde lim VX = +oo on déduit par composition :
X—+00 X—+00

Iim vV2+x=+o00
X—+00

3. Montrer, par récurrence et en utilisant la fonction f que pour tout entier naturel n :
“l<up<up+1<2

En déduire le sens de variation de la suite (u;;) et un majorant de (uy,).
Notons &(n) la propriété définie au rang n par :

Pn):—1<up<upy <2
— Initialisation : pour n = 0 puisque uy = —1 et u; = 1 on vérifie bien que :
-l=-1=<1=<2

La propriété & est vraie au rang 0.

— Hérédité : Supposons que la propriété & soit vraie au rang n et montrons qu’elle est vraie au rang 7 + 1.
On souhaite montrer que
“l1<sup<up1<2=-1<up1 < Up2 =<2
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Or:

1S U SUp 1 S2=1<2+Up <2+ Ups1 4= VI <2+ Uy < \/2+ Ups < V4

C’'est-a-dire :
1 < un+1 < un+2 < 2
La propriété & est héréditaire.
— Conclusion : &7 est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire, par conséquent pour tout entier naturel

nona:

“1<su,supy1 <2

On a démontré que pour tout n € N u, < uy41, ce qui signifie que la suite (u,) est croissante.
On a démontré que pour n €N u, <2 autrement dit la suite (u,) est majorée par 2.

4. Endéduire que la suite (1) est convergente vers un réel £. Que peut-on préciser pour ce réel £?
(u,,) est majorée par 2 et est croissante, on en déduit qu’elle converge vers un réel ¢ inférieur ou égal a 2.

5. Justifier que £ = f(£) et déterminer £.
On a uuy41 = f(uy) et liIP u, == liIP Un+1- Puisque la fonction f est continue sur [-2;+oo[ on a, par
n—+00 n—+00
passage a la limite :

(=fl0) = 0=V2+0 =P =2+0=0>-(-2

A =1+8=9d ol deux possibilités :

Compte tenu du fait que la suite est croissante et que u; = 1 il est impossible que la limite soit —1 donc:

lim u,=2
n—+oo

6. On considere I'algorithme suivant :

Q}r\ Algorithme1 :

Données: u est un nombre réel.

n est un entier naturel.

€ est un nombre réel strictement positif.
n=0etu=-1.

Tant que (|u — 2| = €) Faire

n:=n+letu=vu+2

Fin Tant que
Afficher n

7. (@) Afin de découvrir I'affichage de cet algorithme pour € = 0, 1, recopier et compléter le tableau des valeurs prises par les variables

n, uetpar|u—2|:

n 0|1 2 3

u -1(1|=17]| =193

lu-2| 3 |1|=03]| =0,07

Qu'’affiche cet algorithme ?
Cet algorithme affiche donc n = 3 puisque |u3 —2| <0, 1.
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(b) Pourquoi est-on stir qu'a partir d’'un certain rang la condition | — 2| = € ne sera pas vérifiée 2
Ona:

lim u,=2
n—+oo

donc, pour tout € > 0, il existe un rang ny a partir duquelon a |u —2| <e.

8. (a) Montrer que pour tout entier naturel n on a:
2— Un

V2+up+2

C-VZFu)2+vV2+un)  4-Q+up)  2-up
24+2+u, _2+\/2+un_\/2+un+2

2-upy1 =

2—Upp1=2—2+uy=

1 1
(b) Enjustifiantquel < v/2 + up montrer que pour tout entier naturel nona: —— < —
J q n auep VZtun+2 3

On sait que f est une fonction strictement croissante sur [—2;+oo[, © est une suite minorée par —1 donc
pour tout entier naturel non a:

upz-1<= fuy) = f(-1) = +Vup+2=1
On aalors:

V2+tup,=zl—=2++\2+u,=3

Puis par passage a l'inverse on obtient :
1

1
—S_
2+v2+u, 3

1
(c) Endéduire que pour tout entier naturel nona:2— up.1 < 3 x (2—up)

Pour tout entier naturel n on a d’aprés la question précédente :

1 1
—S_
2+v2+u, 3

Deplusonsaitque u, <2 <=2-u, =0dolu:

2— Uy 2— Uy

=<
2+V2+uy, 3

c’est-a-dire :
2 - Un

3

2=Up41 =

1 3
(d) Endéduire que: 2—ug < (5) (2-u3)

On applique I'inégalité précédente pour n =5 et on obtient :

puis on applique cette inégalité pour n =4 d’ot1 on tire :

2—u4

2—-u
2—u65i<:>2—u65 1
3 9

puis on applique une derniére fois ce résultat pour n = 3 et on obtient :

2 ug= 2 <(1)3(2 )

—Ug = L Ug=|— — Us
27 3

(e) Endéduire que pour € = 0,01, I'algorithme affichera une valeur de n inférieure ou égale a 6.
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On sait d’apres 7(a) que 2 — u3 < 0,1 donc d’apres la question précédente
1
2—ug<0,1x —=2-1ug<0,01
27
Par conséquent I'algorithme affichera une valeur de 7 inférieure ou égale a 6 pour € =0,01.

Exercice 2. [ Y )
Lespace est rapporté a un repere orthonormé (O; i, j, k).
On considere les points A(1; -2;—1) et B(3; -5;-2)

1. Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

/ﬁ%(z; —3;—1) dirige la droite (AB), par conséquent :

x—-1=2t x=2t+1
M(x;y;2) € (AB) &= AteRAM=1AB<= 14 y4+2=-3¢r avecteR <\ y=-3t-2 avecteR

z+1=-t z=-1-1

x=2-t

2. Soit (d) la droite de représentation paramétrique y=1+2¢ avect R

z=t
Démontrer que les droites (AB) et (d) ne sont pas coplanaires.
(d) admet ii(—1;2;1) comme vecteur directeur. Ce vecteur n’est pas colinéaire au vecteur /E(Z; —-3;—1) puisqu'’il
n’existe aucun réel ¢ tel que AB=ii par conséquent la droite (d) et la droite (AB) ne sont pas paralléles.
Cherchons s'il existe un couple de réel (t, t') vérifiant :

2t+1=2-+¢ 2t+t =1 2t—t—-1=1>t-1=1=>t=2
—3t-2=1+42t <4 3t+2¢'=-3 <> 3t-2t-2=-3=>t=-1 avecteR ett'eR
—t—-1=1t t'=—t-1 t'=—t-1

Il est impossible d’avoir ¢ = —1 et ¢ = 2, par conséquent le systéme précédent n'admet pas de solution. Les
droites (AB) et (d) n'ont pas de point d’intersection. Elles sont donc non coplanaires.

1 0
3. On considere le plan & passant par le point C(0; —3;0) et dirigé par les vecteurs _4 |et v -5
0 1
(a) Donner une représentation paramétrique du plan 2.
x—0=t+0t

M(x;y;2)€ P < 3teR et 1'€eRCM= (1 +1'7 < y+3=-4r-5¢ avecteR etf €R

z—0=0t+1

Une représentation paramétrique du pl an & est alors :

X=t
y=-4t-5¢t'-3 avecteR ett'eR

z=1t
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(b) Démontrer que le plan & contient la droite (AB).
Si M(x; y; z) € (AB) alors il existe un réel k tel que x =2k+1, y= -3k—2 et z = —k—1. Vérifions que ce point
M est bien un point du plan Z.
On obtient :
2k+1=t t=2k+1
—3k—-2=-4t-5t'-3 avecteR ett'ecR <\ —3k-2=-4r-5t'-3 avecteR ett'eR

—k-1=1¢ '=-k-1
Vérifions si la seconde égalité est satisfaite pour r=2k+1ett' =—k-1.0Ona:
—4r-5¢'-3=-42k+1)-5(-k—-1)-3=-8k—-4+5k+5-3=-3k-2

ce qui est vraie. Ainsi tout point M de (AB) est aussi un point du plan #. La droite (AB) est contenue dans
le plan Z.

4. On considere la sphere de diameétre [AB].

(@) Donner une équation de cette sphere.
Le centre I de cette sphere a pour coordonnées :

I

’ ’

143 -2-5 -1-2 7 3
: : )(:)1(2;—, )

2 2 2 2

Le rayon de cette sphére mesure :

AB_VB-12+(-5+2%+(-2+1)% _V4+9+1 V14
2 2 S22

. . AB
Par conséquent, si on note .’ la sphére de centre I et de rayon - ona:

, AB? ) ) , 14 7
M(x;y;2) € ¥ <— IM* = e = (x—-2)°+(y+3,5)“+(z+1,5)° = i = 5
(b) Déterminer le nombre de points d’intersection entre cette sphere et la droite (d)
Un point M(x; y; z) appartient a I'intersection entre (d) et .7 si et seulement si il existe ¢’ € R tel que :

7 49 9 7
@—1t' -2+ 1 +2t +3,5%+(t' +1,5? =5 = t’2+4t'2+14t’+z+t’2+3t’+1 =3

Ce qui donne:
612 +17t'+11=0

A =172 -4x11x6 = 289—264 > 0. On conclut que ce trindme admet deux solutions. Par conséquent il
existe deux points d’intersection entre . et (d).

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 5/7
zancanaro.math@gmail. com Tales _ 2013-2014


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:zancanaro.math@gmail.com

Révisions

wicky-math.fr.nf Révisions : Suites, espaces, fonctions.

Exercice 3.

LT

On considere la fonction f définie sur R par:

. X
fx —smx—E

X
On souhaite résoudre 'équation (E) : sinx — 2 =0, xeR.

1. Oul’on montre que les solutions de (E) sont dans l'intervalle [—2;2].

(@

(b)

(©

x
Montrer que si x > 2 alors — 2 < —1. En déduire que f(x) #0lorsque x > 2.

. X . .
Si x > 2 alors —x < =2 donc 5 < —1. De plus pour tout réel x on a sinx < 1. On en conclut que, lorsque
x>2:
. X
sinx——-<0
2
Ainsi il n’est pas possible d’avoir f(x) =0 pour x > 2.
Montrer que si x < —2 alors —g > 1 et en déduire de nouveau que f(x) # 0 pour x < —2.
. X . .
Si x < -2 alors —x > 2 donc 5 > 1. De plus pour tout réel x on a sinx = —1. On en conclut que, lorsque
xX<-=2:
. X
sinx——=>0
2
Ainsi il n’est pas possible d’avoir f(x) =0 pour x < —2.
En déduire que toutes les solutions de I'équation (E) se trouvent dans I'intervalle [—2;2].

D’apres les deux premieres questions pour tout réel x non compris dans l'intervalle [-2;2] on a f(x) # 0,
par conséquent toutes les solutions de I'équation (E) se trouvent dans I'intervalle [-2;2].

2. Oulon étudie la fonction f.

(@)

(b)

(©

. . - . . 1
Résoudre, a I'aide d’'un cercle trigonométrique, I'équation cos x = 3 pour x € [—m; 7t].

L

1
COSX=—<—=>X=%4— X € [—m;m]
2 3

Déterminer f'(x) pour x € [—m; 7).
f est dérivable sur [—m; ] comme somme de deux fonctions dérivables sur [—m; 7] et on a pour tout x €
[—m;m]

1
/ — —_
f(x)=cosx >

En déduire le tableau de variations de f pour x € [—m; 7).

On utilise un cercle trigonométrique pour déduire le signe de f'(x) sur I'intervalle [-7; 7] :

T T
X | —-m - +— ¢
3 3
f'(x) - 0 + 0 -
+ I V3 _m
2 2 6
o N - S
V3 w T
—_ = -
2 6 2

3. Oulon conclut.

(@)

Donner, en le justifiant, le nombre de solutions de 'équation (E).
En tant que somme de deux fonctions continues sur [—2;2] (la fonction sin et une fonction affine) la fonc-

. . b nmn b . .
tion f est continue sur [-2;2]. De plus sur [—n; —g], [—g; +§] et sur [g;n] la fonction f est strictement
monotone passant du négatif au positif (ou inversement), d’apres un corollaire du TVII'équation f(x) =0

admet exactement 3 solutions sur l'intervalle [-2;2].
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(b) Donner une valeur approchée, a 1073 pres par défaut, de la plus grande solution.

n -3 s
La plus grande des solutions est comprise entre 3 et 7. Elle vaut 2 102 pres :

a=1,895
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