RRECTION TS2-

SPECIALITE

Lycée Jean Durand, Castelnaudary (Aude, France métropolitaine)

Exercice 1. (5 points)
On considéere 'équation (E) ol1 x et y désignent des nombres entiers :

135x—352y =1

1. (@) Déterminerle PGCD de 135 et de 352.

352=135x2+82
135=82x1+53
82=53x1+29
53=29x1+24
29=24x1+5
24=5x4+4
5=4x1+1

doncle PGCD(352,135) =1

(b) Justifier que I'’équation (E) admet au moins une solution.
352 et 135 sont premiers entre eux donc d’apres le théoreme de Bezout il existe un couple d’entier u
et v tels que :
135u+352v =1 <= 135u—-352(-v) =1

Le couple (u, —v) est alors solution de (E).

2. (@) Montrer que si le couple (x; y) est solution de (E) alors on a 135x = 1[352]
Si (x; y) est solution de (E) alorson a:

135x-352y =1 <= 135x—-1 =352y

donc 352|135x —1 donc
135x—1=0[352] < 135x =1[352
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(b) Réciproquement, démontrer que si x est un entier tel que 135x = 1[352] alors il existe un entier relatif k tel que le couple

(x; k) soit solution de (E).

Si x est un entier tel que 135x = 1[352] alors il existe un entier relatif k tel que 135x — 1 = 352k <
135x — 352k =1 donc il existe un couple (x; k) d’entier relatif solution de (E).

3. (@) Montrer, « en remontant 'algorithme d’Euclide », que le couple (—73;—28) est solution de (E).

1=5-4
1=5-(24-5x4)
1=5x5-24
1=5(29-24)-24
1=5x29-6x24
1=5x%x29-6x(53-29)
1=11x29-6x53
1=11(82-53)-6x53 =11x82—-17x53
1=11x82-17(135-82) =28x82-17x 135
1=28(352—-135x2)—17x 135 =-56x 135—-17 x 135+ 28 x 352
1=-73x135+28 x352
1=-73x135-(-28) x 352 CQFD

(b) Déterminer I'ensemble des couples solutions de I'équation (E).
On cherche x et y tels que : 135x — 352y =1 et on sait que 1 = —=73 x 135 - (—28) x 352 donc :

135x—352y = =73 x 135+ 28 x 352

Par conséquent :
135x+73 x 135 =352y +28 x 352

ce qui équivant a:
135(x +73) =352(y +28) E)

135 divise donc 352(y + 28) mais étant premier avec 352, en vertu du théoréme de Gauss il divise
y +28, il existe donc un entier relatif k tel que :

135k =y+28 < y=135k—-28
Reprenons (E) en substituant y par 135k — 28 et on obtient :
135(x +73) =352(135k — 28+ 28) < x+ 73 =352k < x =352k -73

Apreés avoir vérifié que x =352k — 73 et y = 135k — 28 sont bien solutions de (E) nous concluons que
I'ensemble des solutions est de la forme :

& =1{(352k —73;135k —28),k € Z}

(c) Montrer qu’il existe un unique nombre entier x tel que 1 < x < 352 et 135x = 1[352] puis déterminer cet entier.

Si135x =1[352] alors x est solution de (E) donc delaforme 352k—73 avec k € Z, side plus 1 < x < 352
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on obtient :

73 425
1<352k—73<352<:>74<352k<425<:>ﬁ<k<ﬁ<:>0<k<2

donc k =1 est 'unique possibilité et pour k = 1 on obtient :

x=352-73=252+27=279

4. Bob veut transmettre a Alice un message codé, mettons la date a laquelle ils vont organiser une surprise pour Emmy (par
exemple, le 18). Bien entendu le message ne doit pas étre intercepté par Emmy...
Protocole de cryptage :
Alice diffuse au monde les nombres n = 391 et e = 279 (elle conserve en secret le nombre d = 135). Toute personne peut envoyer

un message crypter a Alice en respectant la procédure suivante :
- Pour crypter un message M, on détermine 0 < C < n tel que M® = C[n] que 'on envoie a Alice.

— Pour décrypter le message C, Alice détermine 0 <D < n tel que c?=D[n] quivaut donc D =M.

(a) Donnerla décomposition en produit de facteur premier de 279.

279 =3%x 31
31 étant premier puisque chacun des nombres premiers inférieurs a sa racine carré ne le divise pas.
Vérifier que 183! = 35[391]
Effectivement 183! — 35 est bien un multiple de 391.
puis en déduire 18%79[391]
On obtient alors (18%1)° = 357[391] < 182"° = 188[391].

En déduire le message crypté que Bob transmet a Alice.

Bob transmet 188 a Alice.

(b) Vérifier qu’Alice peut décrypter le message correctement.

Enfin on vérifie que 188!3% = 18[391] ce qui montre qu’Alice décrypte correctement le message.
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Exercice 2. (5 points)
Soient deux suites (uy) et (vy) définies par uy =2 et vg = 10 et pour tout entier naturel n,
2Up +Un Un+30n
Up+l = —3 et Upt1= 2

PARTIE A.

On considere 'algorithme suivant :

N et K sont des entiers, U,V,W sont des
réels

Variables :

Début: K:=0etU:=2etV:=10
Saisir N
Tantque K<N
AffecterK+1aK
AffecterU aW
Affecter 2U+v

\Y i 3V |
Affecter — avVv

Fin tant que

AfficherU etV

Fin

On exécute cet algorithme en saisissant N = 2. Recopier et compléter le tableau donné ci-dessous donnant I'état des variables au

cours de 'exécution de I'algorithme.

K w U v
2 10

T2
1 2 = 8
T2 52 13
2 3 9 6

PARTIE B.

5
1. (@) Montrer que pour tout entier naturel i, vy, 41 — Up+1 = o (vn —up).

Pour tout entier naturel non a:

Un+3vn 2upn+vy  3(up+3v,)-4Qup+vy)  3uy—9v,—-8uy—4v, 5Sv,—Sup

l} —_ u = =
n+l Tl 4 3 12 12 12

Aufinalona:

5
Un+l1 —Up+1 = E (Vn—up)

(b) Pour tout entier naturel  on pose wy, = vy, — uy,.

5 n
Montrer que pour tout entier naturel n, w, =8 (E) . En déduire que vy, — uy > 0 pour tout entier naturel 7.
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Wptl1 = Vpe1— U =— (Vp—Up) = —Wwy.
n+1 n+1 n+1 12 ( n n) 12 n
. o . S .
La suite (wy) est donc géométrique de raison 2 et de premier terme wy = vg— uy = 10—2 = 8, par

conséquent pour tout entier naturel nona:
5 n
w,=8|—
" ( 12)

5 2
Or, trivialement 8 (E) >0 donc w, >0 donc v, — u, >0 et ce pour tout entier naturel 7.

2. (a) Démontrer que la suite (1) est croissante et que la suite (v;) est décroissante.

VneNona:
2Up+ Uy _2Uup+vy—3Up  Up—Up Wy

un+1_un:T_un— 3 = 3 =3

Or on sait que w, >0 donc uy,+; —u, >0 < u, > u, doncla suite (u,) est strictement croissante.
De méme pour tout entier naturel non a:

u,—+3v, u,+3v,—-4v, Uu,—v, Wy
vn+1—vn:T—vn: n = 2 :_T<0

Par conséquent v, < vy, ce qui montre que la suite (v,) est strictement décroissante.

(b) Déduire des résultats des questions 1. b. et 2. a. que pour tout entier naturel n on a u, <10 et v, = 2.
On a montré que vy, — U, > 0 < v, > uy, or (u,) est strictement croissante donc pour tout entier
naturel n u, = uy < u, =2 donc v, > u, = 2, par conséquent v, > 2. De méme puisque (v,) est
strictement décroissante pour tout entier naturel n on a v, < vy = 10 donc 10 = v, > u, et donc
u, <10.

(c) Endéduire que les suites (uy,) et (v;) sont convergentes.

La suite (u;) est croissante et majorée par 10, elle converge (d’apres le théoreme de convergence
monotone) donc vers un réel £ < 10, et la suite (v,) est décroissante et minorée par 2, donc elle
converge vers un réel £’ > 2,

3. Montrer que les suites (i) et (v;;) ont la méme limite.

n
5
On sait que wn=8(—) ,or—-1<—<1ldonc:
12 12

lim w;, =0
n—+oo

Or, w, = v, — u, donc:
lim w,=0-0 < 0=0-0 10=(
n—+oo

Les suites (u,,) et (v,;) ont donc méme limite.

4. Montrer que la suite (¢,,) définie par ¢, = 3u,, +4v, est constante.

Pour tout entier naturel non a:
the1 =3Upy1 +4Vp =2Uup+ v+ uy+3v,=3u, +4v, =1,

ce qui prouve que la suite (f,) est constante.
46
En déduire que la limite commune des suites (uy,) et (vy) est -

o = 3up +4v9 =6+ 40 = 46 donc pour tout entier non a:

t, =46 < 3u, +4v, =46
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par passage a la limite (en notant ¢ la limite commune des suites (u,) et (v,;) on obtient :

46
3€+4€=46<=>7€:46<:>B:7

Exercice 3. (6 points)
Dans tout ce qui suit, m désigne un nombre réel quelconque.

PARTIE A.

Soit f la fonction définie et dérivable sur I'ensemble des nombres réels R telle que :
fx) = (x+1)e*.

1. Calculer la limite de f en +oo et —co.

lim x+1=+c0 et lim e*=+oc0
X—+00 X—+00

Par produit on obtient :
lim f(x)=+o0
X—+00

Deplus f(x) =xe*+e*,or lim e* =0 etpar croissance comparé lim xe* =0 donc par somme :
X

——00 X——00

lim xe*=0
X——00

2. Onnote f'la fonction dérivée de la fonction f sur R.
Démontrer que pour tout réel x, f'(x) =(x+2)e".
Lafonction f est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur R et pour tout réel x on
a:
Fo=@+D e +x+1)(e") =e +(x+ e =e* (1 +x+1) =e*(x+2)

3. Dresser le tableau de variation de f sur R.

On vient de démontrer que [’ (x) = (x+2)e”, or:
VxeR: e*>0

donc f'(x) est du signe de x + 2 expression affine qui s’'annule pour x = -2 d’oli :

X | —oo -2 +00
') - 0 4+
0 +00
C I N
-2
—e

PARTIE B.

On définie la fonction g, sur R par:

gmx)=x+1-me™*

et on note 6y, la courbe de la fonction gy, dans un repere (O; 7, 7)du plan.

0.Maze/D.Zancanaro Tale g 6/3

Lycée Jean Durand 2013-2014


http://www.wicky-math.fr.nf

Bac Gris wicky-math.fr.nf Avril 2014

1. (a) Démontrer que gy, (x) = 0 si et seulement si f(x) = m. On a la suite d’équivalence :
gn(x)=0
<~ x+1-me *=0
<~ x+l=me”*
— (x+1e*=meFe*
= fx)=m
(b) Déduire de la partie A, sans justification, le nombre de points d’intersection de la courbe 65, avec 'axe des abscisses en
fonction du réel m. 65, coupe 'axe des abscisses si et seulement si g5, (x) = 0, et donc le nombre de
solution de cette équation donne le nombre de point d’'intersection de %, avec I’axe des abscisses.
Compte tenu du tableau de variation de f 'équation f(x) = m admet :
— aucune solution si m < —e 2.
- exactement une solution si m = e ™2,
— deux solutions si —e > < m <0
— une solution si m > 0.
Il découle de la question précédente que g;,(x) = 0 admet :
— aucune solution si m < —e 2.
— exactement une solution si m = e ™2,
- deux solutions si —e™2 < m <0
— une solution si m > 0.
2. Onareprésenté, page suivante, les courbes %, 6e, et €—e (obtenues en prenant respectivement pour m les valeurs 0, e et —e).
Identifier chacune de ces courbes sur la figure de I'annexe en justifiant.
go(x) = x+1 donc gy est une fonction affine, sa courbe est donc une droite, il s’agit de la courbe 2.
g_e(x)=x+1+ee_x=x+l+el_x20 Vx=0
% e est donc la courbe 1. €, est donc la courbe restante, la courbe 3.
3. FEtudier la position de la courbe €, par rapport a la droite 2 d’équation
y = x+1 suivant les valeurs du réel m.
Si m = 0 on vient juste de voir que 6, et & sont confondus.
De plus %, est au dessus de ¥ si et seulement si
gmX)>x+l=x+l-me *>x+le—=-me*>0=-m>0=m<0
Enfin si m > 0 %y, est au dessous de 2.
4. (@) Onappelle Dy la partie du plan comprise entre les courbes 6, 6-¢, 'axe (Oy) et la droite x = 2. Hachurer D sur la page
suivante.
Il s’agit d’hachurer le domaine décrit ci-dessus...
(b) Dans cette question, a désigne un réel positif, D, la partie du plan comprise entre Ge, 6—e, 'axe (0y) et la droite A,
d’équation x = a. On désigne par </ (a) |'aire de cette partie du plan, exprimée en unités d’aire.
Démontrer que pour tout réel a positif : o (a) = 2e —2e' "%, €_, est au dessus de Z et 6, est au dessous de 2,
il en découle que %, est au dessus de %,, par conséquent :
Laire du domaine compris entre les courbes %_, et 6,, puis entre I’axe des ordonnées et la droite
verticale d'équation x = a est :
a a 1 a
< (a) :f g-o(X)— ge(x)dx :f ex+l+e - (x+1-e Ndx= f 2el*dx
0 0 0
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Une primitive de h(x) = 2e!™ est H(x) = —2e'™ par conséquent d’apres la formule de Newton-
Leibnizon a:

o (a) = f h(x)dx = [H(x)]¢ = H(a) —H(0) = —2¢' " +2¢' " =22 - 2¢' ¢
0

En déduire la limite de </ (a) quand a tend vers +oo.

Lorsque a tend vers +oo alors 1 — a tend vers —oo et donc :

lim e'"%=0

a—+oo
On en déduit que :
lim <7 (a) =2e
a—-+oo
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Courbe 1
3 .
2 4
1
Courbe 2
2 -1 1 2 3 4
_1 4
Courbe 3
_2 4
2
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Exercice 4. (4 points)
Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Aucune justification n'est demandée. Pour chacune des ques-
tions, une seule des quatre propositions est exacte. Chaque réponse correcte rapporte 1 point. Une réponse erronée
ou une absence de réponse n'ote pas de point. Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la
réponse choisie.

1. Ondispose de trois urnes contenant chacune un certain nombre de boules colorées, comme indiqué dans le tableau ci-dessous:

‘ ‘ Boules Bleues | Boules Rouges

Urne 1 1 3
Urne 2 3 2
Urne 3 4 2

On tire au hasard une urne, puis une boule de cette urne.
La boule tirée est bleue, mais quelle est la probabilité qu’elle provienne de I'urne 1?

En notant B I'événement la boule tirée est bleue et U, I'événement la boule provient de 'urne 1, on a:

1 1 1
pp(Uy = PEOUD _ 3% 3 5 _ 60 _15
B(U1 p(B) l(l §+f) 15+36+40 % 4x91 91
34 5 6 60

2. Le ministre syldave a supprimé la faculté de médecine. Lunique dentiste de Gattaca ! est un ancien boxeur, aveugle et parkin-
sonien. Il arrache les dents de ses patients au hasard. Les syldaves venant le consulter ont toujours une seule dent de malade
parmi les trente-deux qu’ils possedent encore avant l'intervention des tenailles ou des poings, c’est selon. Le dentiste arrache
toujours exactement une dent par patient (malade ou saine suivantla chance du patient). On note X le nombre de dents malades
extraites a bon escient apres avoir traité n patients par le dentiste.

Combien doit-il traiter de personnes au minimum pour extraire au moins une dent malade avec une probabilité supérieure a
0,62

1
X suit une loi binomiale de parametre n et e (on répete de maniére indépendante la méme épreuve de

1
Bernoulli 7 fois pour laquelle la probabilité de succes vaut 3—2), par conséquent :

X=1)=1- (X—O)—l—(g)n
A F

31\" 31\" 31\" 31\" 31
1-{—| =206 —=-|—| =2-04<—=|—| =04 In|—| =In0,4<—= nln— <Ino0,4
32 32 32 32

31
et donc, du fait que In o <Oona:

In0,4

31
In—
32

~288—=>n=29

n=

Ce cher dentiste doit traiter un minimum de 29 patients pour avoir plus de 60% de chance d’arracher au
moins une dent malade.
3. Dans un repére de I'espace, on considere les trois points A(1 ; 2; 3), B(-=1; 5; 4) et C(—1; 0; 4). La droite parallele a la droite

(AB) passant par le point C a pour représentation paramétrique :

1. La capitale de la Syldavie.
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AB(-2;3;1),

x+1=-2t x=-2t-1
M(x;y;z)e(AB)@Elte[R,/ﬁS):ta;I@ y=3t teR <=\y=3t teR

z—4=1 z=t+4
réponse qui figure dans I'énoncé, donc c’est bon.
4. Dans unrepere orthonormé de I'espace, on consideére le plan & passant par le point D(—1; 2; 3) et de vecteur normal ; (-3;-5;1),
x=t-7
etla droite A de représentation paramétrique y=r+3 L€ R.
z=2t+5

Un vecteur directeur de A est d (1;1;2) et :

—

d-n=-3-5+2#0

71 n'est pas orthogonal & donc le plan & n'est pas paralléle a la droite &, donc & et 2 sont sécants.
(réponse qui est présente donc inutile d’analyser les autres).
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