e» CORRECTION BAC BLANC 1 v _
EXPO - PROBA - SUITES - ESPACE - ARITHMALTIQUE

Tout éleve traitera au moins un exercice.
Exercice 1. PARTIE A. ROC

1. g estdérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur R et pour tout réel xon a:
gdx)y=e"—x

Puisque e* > x on en déduit que g'(x) > 0 (ce qui est plus fort que g’ (x) = 0).

2. g’ >0donc g est une fonction croissante sur R, en particulier pour toutréel x >0 ona:
52

gx)>g0)=e"-0/2=1=g(x)>0=e"> 5

ce qui en divisant par x > 0 implique :

e
J— > —
x
. X .
Enfin lim — = +oo donc par comparaison :
X—+00 2
ex
lim — =+o00
X—+00 X
3. Ona
eX e™*
lim — =400 lim — =+o0o<= lim =+o0o<— lim — =-00
X—+00 X X——-00 —X x——-o00 —xeX* x——o0 xeX
ce qui permet de conclure que :
lim xe*=0
X——00
PARTIE B. Etude d’'une premieére fonction

1 _«x
1. Sur [0; +o0[, x = 0 évidemment et Ze_f > 0 puisque pour tout réel X on sait que X > 0. Par produit on en déduit
que:
fx)=0 Vx=0

1 _x 1 1 _x X
2. Onaf(x)zzxe 2 =—§>< —Exe 2 .Enposanth—E on trouve que

1
fX) = —=Xe¥
2
Lorsque x — +oo alors X — —oo et d’apres le 3. de la partie Aon a:
. X . 1 X .
lim Xe®=0= lim —-Xe*=0= lim f(x)=0
X——00 X—-c0 2 X—+00

On en déduit 'existence d’'une asymptote horizontale a % en +co.
3. Sur [0;+00[ f est une fonction fort sympathique et parfaitement dérivable et de dérivée :

-x\/ 1 x
Rq : On utilise la dérivée du produit (uv)' = u'v+ uv' et (") = u’e". En particulier (eT) = —Ee_i

X
_X 1 _Xx 1 . 1
e 2——xe z2|=-e 2(1-—-x

2 2

X

=] =

o=

1 1 -- 1
Cette dérivée est du signe de 1 — Ex puisque Ze 2 >0.Enfinl- Ex >0 x<2dol:
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X 0 2 +00
f(x) + 0 -
0,5¢"!
[ / \
0 0
PARTIE C. Etude d’une deuxiéme fonction

1. F étant la somme et la composée de fonctions élémentaires toutes parfaitement dérivable sur R elle 'est par
force dérivable sur R, et plus particulierement sur [0; +oo[. De plus :

’ 1 - 1 —x X _=x 1 —x 1 -
F(x)=0+—-e2 —|-e2 ——e 2
2 2

Par somme on obtient :
lim F(x)=1
X—+00

On sait d’apres la partie B que f(x) =0 sur R* donc F'(x) = 0 sur R* ce qui donne :

X 0 +00
fx) +
1
F(x) /
0

3. F est une fonction strictement croissante sur R* et continue (puisque dérivable) sur ce méme intervalle a va-
leurs dans l'intervalle [0;1[. Puisque 0,5 € [0;1[, on en déduit d’apres un corollaire souvent utilisé du TVI que
I'équation F(x) = 0,5 admet une unique solution « qui vaut environ :

oa=3,36

Exercice 2. PARTIE A. expérience 1

1. Le vaillant lecteur pourra s’aider d'un arbre qu'il effectuera luri-méme pour mieux comprendre ce corrigé. No-
tons B I'événement :«le cube tirée est bleu» et L I'événement «le cube tiré est marqué d'un losange ». On a
alors:

p(L)=pLNB)+p@LNnB)=0,6x0,2+0,4x x=0,12+0,4x

2. La probabilité que le cube tiré soit marqué d’une étoile est :
0,6x0,4+0,4%x(1-0,2-x) =0,24+0,32-0,4x =0,56-0,4x

On cherche x pour que :

44 22 11
0,56-0,4x=0,124+0,4x <—0,8x=0 44— x=—=— = —
80 40 20
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3. Onap@®B)=0,6et p(L)=0,12+0,4x puis p(BNL)=0,12.
B et L sont indépendants si et seulement sion a p(BNL) = p(B) x p(L) ce qui donne :

0,08
0,12=0,6(0,1240,4x) <= 0,2=0,124+0,4x <= x = 04 =0,2
4. On cherche py,(B) qui vaut :
pBNL) 0,12 0,12 12 3
pL(B) = = = = — = —
p@L) 0,12+0,4x0,5 0,32 32 8
PARTIE B. expérience 2

1. On effectue 3 tirages identiques et indépendants. X compte le nombre de cubes rouges parmi les 3 cubes obte-
nus, or p(B) = 0,4, donc X suit une loi binomiale de parametre 3 et 0, 4.

2. Sans utiliser la formule de la loi binomiale, en imaginant simplement I’arbre on obtient
p(X=1)=3x0,4x0,62
pX=1)=1-pX=0)=1-0,6°

pX=0)+pX=3)=0,6>+0,43

Exercice 3. PARTIE A.

— —_ —_ ]_
1. M(x; ;20 € () <= 3JteR,IM=¢1].Or, [J (—1;5;1) d’ou:

xX—=1=-t¢ x=—-t+1
1 1 1 1
- =t teER<— = _ft+= teR
y 3 3 y 3 3
z=1 z=1

— 3 3
2. Unvecteur directeur de (KL) est KL (a - Z; 1; —1) etle point de coordonnée (Z; 0;1| estle point K donc un point
de (KL) par conséquent immédiatement (d’apres le cours bien siir) on trouve que la droite (KL) admet pour
représentation paramétrique :
el
xX=—+t|a--
4

4
y_:t/ r'eR

z=1-1t

— 3 - 1
3. Premierement les vecteurs KL (a - Z; 1; —1) et]] (—1; 5; 1) ne sont pas colinéaires, en effet pour passer de |'or-

1
donnée du premier al’ordonnée du deuxiéme on multiplie par 3 et on multiplie par —1 pour passer des cOtes de
I'un au cote de I'autre. Par conséquent les droites (IJ) et (KL) sont sécantes ou non coplanaires, par conséquent
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le systeme suivant :

[+=3)
—t+l=—-+t|a--
4
11
—t+-—=t

3 3

r=1-1t

admet exactement un couple solution (dans le cas ou les droites sont sécantes) ou aucune solution dans le cas
ol les droites ne sont pas coplanaires. On résout les deux dernieres équations :

11
—t+=-=1 t+1=3¢ 1-¢ -3¢ =-1 =05
3 3 — — —

t=1-1¢ t=1-¢ t=1-1t t=0,5

Les droites sont sécantes si et seulement si le systéme admet une unique solution si et seulement si = ' = 0,5.
Ainsi on trouve :

3 3 3 1 1 3 1
-+0,5{a—-|=-0,5+1<=0,5a-3/8=-0,256<—=a—-—-=——<—a=——+-=—
4 4 4 2 2 4 4
. . } . . 1
Par conséquent les droites sont sécantes si et seulement si a = e
PARTIE B.
—-( 32 —( 32
1. IL (——;—;0) et KI(——;—;O) donc
43 43
IL = Kj < IKJL estun parallélogramme
E J H
__JJp
2.
Exercice 4.
n a b u v
) 0 4 9 4 9
1 6,5 =~ 6,964 6,5 V97/2 =~ 6,964
2 | =6,732 | =6,736 | =6,734 ~6,734
2. (a) Notons & (n)la propriété: u,>0etv,>0:
- Initialisation : up = a >0 et vy = b > 0. donc la propriété & est vraie pour n = 0.
— Hérédité : Montrons I'implication :
u,>0 et v,>0=uu1>0 et v,,1>0
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Un + Un . ) NE TP
Upt1 = — et puisqu’on suppose u;, >0et v, >0,al’évidenceon a:

Un+1>0

2., .2
us+ v
De plus u? >0 et v2 >0 donc —~—" > 0 et donc v, > 0.

La propriété & est héréditaire.

— Conclusion : &2 est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire donc pour tout entier naturel n on a
u,>0etv,>0.

(b) Pour tout entier naturel n on a:

A ufl+vfl_(un+vn)2_ u%+v$,_ufl+vfl+2unvn B 2u2 +202 — u? — v - 2up v, B u? + v -2u,v,
n+l n+l 2 2 2 4 4 4

ce qui donne enfin :

2 2 ( )

f— u =
n+1 n+1 2

On en déduit que

2 2 2 2
Vel ~ U1 = 0= Vel = Uy

et puisque les deux suites sont positives on en déduit que :

Un+1 = Up+1

et ceci pour tout entier naturel », de plus vg = b > uy = a donc pour tout entier naturel n on a:

3. (a) Pour tout entier naturel nona:
Upyl —Up=—F7—— " Un=
2
or, UV, = Uy < UV, — Uy =0 on en conclut donc que :
Upr1— U2 0<= Uy 1= uy

La suite (u,,) est donc croissante.

(b) Pour tout entier naturel n on a:

2,42
2o_po Mt Un o UnTVn
n+l1 n 2 n 2
Enfin puisque u, < v,ona u?, < vf, par conséquent :

2 2 2 2
Vi1 = Un =0 V1= Vy

Et comme v, > 0 quelque soit 'entier 7 on en déduit que :
Vn+1 = VUp

ce qui prouve que (v,) est une suite décroissante.

4. (vp) est une suite décroissante et minorée par 0 donc (v,) converge.
De plus pour tout entier naturel n v, < vg et donc u, < v, < vy, par conséquent (u,) est majorée par vy c’est-a-
dire par b en plus d’étre une suite croissante donc (u,) converge.
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Exercice 5.
1. (@ N;j=11x 122 +1x 12+ 10 = 1606, N; s’écrit en base 10:

1606

(b) i Poura=7,b=10etc=3o0ona:
144 x7+12x10+3 =1131

ii. Par conséquent N, =703~
() i
N=a,12"+a, 112" '+ +a; x 12+ ay

Puisque 3|12, 3|12" pour tout entier naturel n non nul et donc
N-ag=12(an12" ' +---+a;)=3x4(a,12" '+ +a)
N — ay est donc un multiple de 3 donc :
N—ap=0[3] = N = qy[3]

N est divisible par 3 si et seulement si il se termine par 0, 3, 6 ou 9.

ii. Ny se termine par ¢ = 3 en base 12 donc N est divisble par 3. Effectivement 1+1+3+1=6=3x2
confirme bien que 1131 est un multiple de 3.

d i
12=1[11] = 12" =1"[11]

Par conséquent pour tout entier naturel nona:
a,12" = a,[11]

Et donc:
N=a,+:---+a;+apll]

Un nombre en base 12 est divisible par 11 si et seulement si la somme de ses chiffres est un multiple
de 11.

ii. La somme des chiffres de N; est 11+ 1+ 10 =22 =2 x 11 donc N; est divisible par 11. On a vu que
N; = 1606 et 1606 = 11 x 146, confirmation que N; est un multiple de 11.

(e) Nestdivisblepar3siy=00ouy=3ouy=6ouy=09.
Si de plus il est divisble par 11 alors x +4 + y est un multiple de 11.
Dans le cas ot y = 0 il faut que x + 4 soit un multiple de 11, possible si x = 7.
Dans le cas ot y = 3 il faut que x + 7 soit un multiple de 11, possible si x = 4.
Dans le cas ol y = 6 il faut que x + 10 soit un multiple de 11, possible si x = 1.
Dans le cas o1 y =9 il faut que x + 13 soit un multiple de 11, possible si x = 9. Ainsi 'ensemble de toutes
les solutions est le suivant :
7= {mlz;mlz;mu;@u}

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 6/ 6
zancanaro.math@gmail. com Tales _ 2013-2014


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:zancanaro.math@gmail.com

