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� Si les gens ne 
roient pas que les mathématiques sont simples, 
'est seulement par
e qu'ils ne réalisent pas 
ombien

la vie est 
ompliquée ! �

John Louis von Neumann
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Produit S
alaire

Introdu
tion

Le produit s
alaire est une nouvelle opération, qui a deux ve
teurs asso
ie un nombre réel. Etymologiquement, le mot

� s
alaire �provient du latin s
ala qui signi�e é
helle, historiquement le mot � s
alaire �en mathématiques désigne un

nombre réel. Si on veut 
omprendre le lien entre les deux, il faut remonter à l'empire romain. Dans les quartiers pauvres

où s'élevaient de grands immeubles surpeuplés appelés Insulae, des é
helles servaient parfois à passer d'un étage à l'autre.

A l'époque, on désignait par � é
helle 2 �
e qu'on appelerait aujourd'hui � étage 2 �. C'est ainsi que le mot é
helle

(s
ala) fut asso
ié à l'idée de nombre.

Élément important de 
al
ul en géométrie eu
lidienne, le produit s
alaire apparaît 
ependant assez tard dans l'histoire

des mathématiques. On en trouve tra
e 
hez Hamilton en 1843 lorsqu'il 
rée le 
orps des quaternions. Peano le dé�nit

ensuite asso
ié à un 
al
ul d'aire ou de déterminant. Roberto Mar
olongo et Cesare Burali-Forti le dé�nissent seulement

à l'aide du 
osinus d'un angle et lui donnent le nom de produit intérieur ou produit s
alaire. C'est sous 
ette forme qu'il

apparaît par la suite. Sa qualité de forme bilinéaire symétrique sera ensuite exploitée en algèbre linéaire et, de propriété,

deviendra dé�nition.

La notation du produit s
alaire à l'aide d'un point ou d'une 
roix provient de Josiah Willard Gibbs, dans les années 1880.

Le produit s
alaire possède de multiples appli
ations. En physique, il est, par exemple, utilisé pour modéliser le travail

d'une for
e. En géométrie analytique il permet de déterminer le 
ara
tère perpendi
ulaire de deux droites ou d'une droite

et d'un plan.

En parti
ulier il permet de répondre au problème suivant (un prolongement du théorème de Pythagore) :

Exer
i
e 1. ABC est un triangle tel que AB = 4 ;

AC = 3 et (
−−→
AB;

−→
AC) = 70◦. Cal
uler BC.

A B

C

70◦

4

3

I. Dé�nition et 
onséquen
es immédiates

I.1. Ve
teurs Orthogonaux

On rappelle que deux ve
teurs sont orthogonaux si leurs dire
tions sont orthogonales, indépendamment de leurs

normes ou de leurs sens.

Dans un repère orthonormal, ~u(x; y) et ~v(x′; y′) sont orthogonaux si et seulement si ~u·~v = 0 ⇐⇒ xx′+yy′ =
0

Théorème 1.

D. Zan
anaro

Ly
ée Jean Durand

1S- 2012-2013

david.zancanaro@wicky-math.fr.nf

1/ 13

http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:david.zancanaro@wicky-math.fr.nf


Chapitre 10 wi
ky-math.fr.nf Produit S
alaire

Preuve

~v

~u

~u+ ~v

D'après le théorème de Pythagore on a les équivalen
es

suivantes :

~u ⊥ ~v

⇐⇒ || ~u+ ~v ||2=|| ~u ||2 + || ~v ||2
⇐⇒ (x+ x′)2 + (y + y′)2 = x2 + y2 + x′2 + y′2

⇐⇒ x2 + 2xx′ + x′2 + y2 + 2yy′ + y′2 = x2 + y2 + x′2 + y′2

⇐⇒ 2xx′ + 2yy′ = 0

⇐⇒ xx′ + yy′ = 0

⇐⇒ ~u · ~v = 0

Exer
i
e 2. Soient les points A(1,−2), B(2, 3), C(6, 1) et D(−4, 3). Les droites (AB) et (CD) sont-elles perpen-

di
ulaires ?

Remarque :

1. Si un ve
teur est orthogonal à tout ve
teur alors 
'est le ve
teur nul.

En e�et, on a en parti
ulier ~u ⊥ ~u ⇐⇒ x2 + y2 = 0 ⇐⇒ x = 0 et y = 0

2. Le théorème pré
édent pousse à dé�nir une nouvelle opération entre les ve
teurs, donnant une information 
on
er-

nant l'angle entre deux ve
teurs.

I.2. Dé�nition Analytique

On 
onsidère un repère orthonormal, un ve
teur ~u(x; y) et un ve
teur ~v(x′; y′).
On appelle produit s
alaire de ~u et ~v, le nombre réel noté ~u · ~v dé�nit par :

~u · ~v = xx′ + yy′

Dé�nition 1.

Exemple :

Si ~u(2; 3) et ~v(6;−3) alors ~u · ~v = 2× 6 + 3× (−3) = 3

Remarque :

 ~u · ~u = x2 + y2 =|| ~u ||2. On notera par 
onvention : ~u2 =|| ~u ||2
De même si A et B sont deux points , on a

−−→
AB · −−→AB =

−−→
AB2 =|| −−→AB ||2

 Si ~u = ~0 ou si ~v = ~0 alors ~u · ~v = 0. La ré
iproque est fausse, le fait que ~u · ~v = 0 n'implique pas né
essairement

que ~u = ~0 ou ~v = ~0. Les 
ontres-exemples sont nombreux, en voi
i un : ~u(1; 3) et ~v(−3; 1)
 Si ~u et ~v sont 
olinéaires alors ~u = k~v et par 
onséquent :

~u · ~v = xkx+ yky = k(x2 + y2) = k || ~u ||2
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I.3. Autres 
ara
térisations du produit s
alaire

1. ~u · ~v =
1

2

(
|| ~u+ ~v ||2 − || ~u ||2 − || ~v ||2

)

2. Lorsque ~u 6= ~0 et ~v 6= ~0, ~u · ~v =|| ~u |||| ~v || cos (~u;~v)
3. Lorsque ~u 6= ~0, ~u · ~v = ~u · ~v′ où ~v′ est le projeté orthogonal de ~v suivant la dire
tion de ~u

Théorème 2.

(Autres expressions du produit s
alaire)

Preuve

1. Dans un repère orthonormal, notons (x; y) les 
oordonnées de ~u et (x′; y′) les 
oordonnées de ~v. On a alors :

|| ~u+ ~v ||2= (x + x′)2 + (y + y′)2 = x2 + 2xx′ + x′2 + y2 + 2yy′2 + y′2

⇐⇒ || ~u+ ~v ||2= x2 + y2 + x′2 + y′2 + 2(xx′ + yy′)

⇐⇒ || ~u+ ~v ||2=|| ~u ||2 + || ~v ||2 +2~u · ~v

2.3. Supposons maintenant que ~u 6= ~0 et ~v 6= ~0. Commençons par 
onstruire un repère orthonormal :

Posons

~i =
~u

|| ~u || , et
~j le ve
teur tel que : (~i;~j) =

π

2
et || ~j ||= 1

Ainsi la base (~i;~j) est orthonormée dire
te. Dans 
ette base, en notant θ = (~u;~v) on a :

~u (|| ~u ||, 0) , ~v (|| ~v || cos θ; || ~v || sin θ) , ~v′ (|| ~v || cos θ; 0)

D'où :

~u · ~v =|| ~u |||| ~v || cos (~u;~v) et ~u · ~v′ =|| ~u |||| ~v || cos (~u;~v) = ~u · ~v
Remarque : Si ~u et ~v sont deux ve
teurs 
olinéaires on a :

1. ~u · ~v =|| ~u |||| ~v || si ~u et ~v ont même sens. 2. ~u · ~v = − || ~u |||| ~v || si ~u et ~v ont sens 
ontraire.

Exer
i
e 3. Dans un repère (O;~i,~j) on donne A(1, 1), B(4, 1) et C(3, 3). Cal
uler de quatre manière di�érentes−−→
AB · −→AC.

Exer
i
e 4. ABC est un triangle tel que

−−→
AB · −→AC = 18, AB = 6 et AC = 2

√
3.

Cal
uler la mesure exa
te en radians de l'angle B̂AC
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II. Propriétés du produit s
alaire

Pour tout ve
teur ~u, ~v et ~w et pour tout réel λ on a :

1. Symétrie : ~u · ~v = ~v · ~u
2. Bilinéarité(linéarité par rapport aux deux variables :

~u · (~v + ~w) = ~u · ~v + ~u · ~w (linéarité par rapport à la première variable)

(~u+ ~v) · ~w = ~u · ~w + ~v · ~w (linéarité par rapport à la se
onde variable)

3. ~u · λ~v = λ~u · ~v = λ(~u + ~v)

4. ~u · ~u = 0 ⇐⇒ ~u = ~0

Propriété 1.

Preuve

Dans un repère orthonormal, notons ~u(x; y), ~v(x′; y′) et ~w(x′′; y′′)

1. ~u · ~v = xx′ + yy′ = x′x+ y′y = ~v · ~u
2.

~u · (~v + ~w) = x(x′ + x′′) + y(y′ + y′′) = xx′ + xx′′ + yy′ + yy′′ = xx′ + yy′ + xx′′ + yy′′ = ~u · ~v + ~u · ~w

(~u+~v) · ~w = (x+ x′)x′′ +(y+ y′)y′′ = xx′′ + x′x′′ + yy′′ + y′y′′ = xx′′ + yy′′ +x′x′′ + y′y′′ = ~u ·~v+ ~u · ~w

3. ~u · λ~v = xλx′ + yλy′ = λxx′ + λyy′ = λ~u · ~v = λ(xx′ + yy′) = λ(~u + ~v)

4. ~u · ~u = 0 ⇐⇒ x2 + y2 = 0 ⇐⇒ x = 0 et y = 0 ⇐⇒ ~u = ~0

Exemple :

−−→
AB · −−→BD −−→

AC · −−→BD =
(−−→
AB −−→

AC
)
· −−→BD =

−−→
CB · −−→BD

Exer
i
e 5. ABCD est un re
tangle de 
entre O tel que AB = 4 et BC = 3.

Cal
uler

−→
AC · −−→DB

Solution :

−→
AC · −−→DB

=
(−−→
AB +

−−→
BC

)
· −−→DB

=
−−→
AB · −−→DB +

−−→
BC · −−→DB

= AB2 −BC2

= 16− 9 = 7

A B

D C

O

Appli
ation :

Retrouver, à l'aide du produit s
alaire, le fait que les hauteurs d'un triangle sont 
on
ourantes.

Solution :Notons A′
, B′

et C′
les projetés orthogonaux

de A, B et C respe
tivement sur (BC), (AC) et (AB) et
H = (BB′) ∩ (CC′). On veut montrer que H ∈ (AA′).

On remarque que

−−→
BH · −→AC = ~0 et

−−→
CH · −−→AB = ~0
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Par 
onséquent

−−→
BH · −→AC =

−−→
CH · −−→AB

⇐⇒ (
−−→
BA+

−−→
AH) · −→AC = (

−→
CA+

−−→
AH) · −−→AB

⇐⇒ −−→
BA · −→AC +

−−→
AH · −→AC =

−→
CA · −−→AB +

−−→
AH · −−→AB

⇐⇒ −−→
AH · −→AC =

−−→
AH · −−→AB 
ar

−−→
BA · −→AC = −−−→

AB · −→AC =
−−→
AB · −→CA =

−→
CA · −−→AB

⇐⇒ −−→
AH · −−→BC = ~0

Les droites (AH) et (BC) sont don
 perpendi-


ulaires, 
e qui prouve que la droite (AH) est

la hauteur issue de A du triangle ABC. CQFD

A

B

C

A'

B'

C'

Remarque : Règle pratique : pour 
al
uler un produit s
alaire, on peut dé
omposer un ve
teur (ou les deux) suivants

des dire
tions orthogonales.

III. Identités remarquables

1. (~u+ ~v)
2
= ~u2 + ~v2 + 2~u · ~v

2. (~u− ~v)
2
= ~u2 + ~v2 − 2~u · ~v

3. (~u+ ~v) (~u− ~v) = ~u2 − ~v2

Théorème 3.

Preuve

1. (~u+ ~v)
2
= ~u2 + ~u · ~v + ~v · ~u+ ~v2 = ~u2 + ~v2 + 2~u · ~v

2. (~u− ~v)
2
= ~u2 − ~u · ~v − ~v · ~u+ ~v2 = ~u2 + ~v2 − 2~u · ~v

3. (~u+ ~v) (~u− ~v) = ~u2 − ~u · ~v + ~v · ~u− ~v2 = ~u2 + ~v2 − 2~u · ~v = ~u2 − ~v2

Appli
ation :

1. Identité du parallélogramme : (~u+ ~v)
2
+ (~u− ~v)

2
= 2(~u2 + ~v2)

Si ABCD est un parallélogramme, en notant

−−→
AB = ~u et

−−→
AD = ~v on obtient une relation entre les diagonales

et les 
�tés du parallélogramme : AC2 +BD2 = 2(AB2 +AD2)

2. Inégalité triangulaire : Comme ~u · ~v ≤|| ~u || × || ~v || (puisque cos θ ≤ 1), on a :

|| ~u+ ~v ||2≤|| ~u ||2 + || ~v ||2 +2 || ~u || × || ~v ||
⇐⇒ || ~u+ ~v ||2≤ (|| ~u || + || ~v ||)2

⇐⇒ || ~u+ ~v ||≤|| ~u || + || ~v ||
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IV. Appli
ations du produit s
alaire

Soit ABC un triangle quel
onque, on note AB = c, BC = a, CA = b, S l'aire du triangle, Â = B̂AC, B̂ = ĈBA

et Ĉ = ÂCB :

A B

C

S

ab

c

IV.1. Théorème d'Al Kashi et relations dans un triangle

IV.1.a. Al Kashi

Ave
 les notations pré
édentes : a2 = b2 + c2 − 2bc cos Â

Théorème 4.

(d'Al Kashi, dit � Pythagore généralisé �)

Preuve

Comme

−−→
BC =

−→
AC − −−→

AB, il vient BC2 =
(−→
AC −−−→

AB
)2

= AC2 +AB2 − 2
−→
AC · −−→AB

d'où a2 = b2 + c2 − 2bc cos Â

Exer
i
e 6. ABC est un triangle tel que AB = 4 ; AC = 3 et (
−−→
AB;

−→
AC) = 70◦. Cal
uler BC.

IV.1.b. Relations dans un triangle

Ave
 les notations pré
édentes, S =
1

2
bc sin Â

Propriété 2.
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Preuve

Soit H le pied de la hauteur issue de C. On sait que :

S =
1

2
AB × CH

Lorsque Â est aigu, CH = CA sin Â et sinon CH = sin(π − Â = CA sin Â. Par 
onséquent, dans tous les 
as :

S =
1

2
bc sin Â

Ave
 les notations pré
édentes,

a

sin Â
=

b

sin B̂
=

c

sin Ĉ

Corollaire 1.

Preuve

D'après le théorème pré
édent, 2S = bc sin Â = ca sin B̂ = ab sin Ĉ

En multipliant 2S par

1

abc
, on obtient

2S

abc
=

sin Â

a
=

sin B̂

b
=

sin Ĉ

c

Comme les sinus des angles d'un triangle sont di�érents de zéro, on obtient :

a

sin Â
=

b

sin B̂
=

c

sin Ĉ

Exer
i
e 7. ABC est un triangle tel que BC = 4, B̂ = 75◦ et Ĉ = 45◦

Cal
uler AB et AC

IV.2. Droites et produit s
alaire

IV.2.a. Equation générale d'une droite

Toute droite a une équation de la forme ax+ by + c = 0 où a, b et c sont trois nombres réels, dans 
e 
as

~u(−b; a) est un ve
teur dire
teur.

Ré
iproquement, l'ensemble des points M(x; y) tels que ax+ by + c = 0, ave
 (a; b) 6= (0, 0) est une droite
dirigée par ~u(−b; a).

Théorème 5.

Preuve

=⇒) Considérons 2 points A(xa; ya) et B(xb; yb), alors :

M(x; y) ∈ (AB) ⇐⇒ −−→
AM = k

−−→
AB ⇐⇒ (x− xa)× k(yb − ya)− (y − ya)× k(xb − xa) = 0

On obtient le résultat en posant a = k(yb − ya), b = k(xb − xa) et c = −xa × k(yb − ya) + ya × k(xb − xa)

⇐=) Si b 6= 0, alors y = −a

b
x− c

b

e qui est l'équation d'une droite non parallèle à l'axe des ordonnées.

Si b = O, alors a 6= 0 et x =
−c

a
, 
e qui est l'équation d'une droite parallèle à l'axe des ordonnées
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IV.2.b. Ve
teur normal et équation de droite

Un ve
teur ~n 6= ~0 est normal à une droite d si et seulement si sa dire
tion est orthogonale à 
elle de d

Dé�nition 2.

Soit d une droite, ~n un ve
teur normal à d et A ∈ d.

d est l'ensemble des points M du plan tels que

−−→
AM · ~n = 0

Théorème 6.

Preuve

Notons ~n(a; b) dans un repère orthonormal alors

−−→
AM · ~n = 0 ⇐⇒ a(x− xa) + b(y − ya) = 0 ⇐⇒ ax+ by − axa − ba = 0

Remarque : Dans un repère orthonormal, si d est une droite qui a pour équation ax + by + c = 0, alors ~n(a; b) est
un ve
teur normal, et ré
iproquement

IV.2.
. Droites perpendi
ulaires

Dans un repère orthonormal, les droites d et d′ ont pour équations respe
tives ax+by+c = 0 et a′x+b′y+c′ =
0
d et d′ sont perpendi
ulaires si et seulement si aa′ + bb′ = 0

Théorème 7.

Preuve

Considérons les deux ve
teurs ~n(a; b) et ~n′(a′; b′) normaux à d et d′

d ⊥ d′ ⇐⇒ ~n · ~n′ ⇐⇒ aa′ + bb′ = 0

Exer
i
e 8. Dans un repère orthonormal, la droite d a pour équation x − y + 2 = 0. Trouver une équation de la

droite ∆ perpendi
ulaire à d passant par le point B(2; 1)

Exer
i
e 9. Dans un repère orthonormal, on donne les points A(0; 3) et B(4;−1). Trouver une équation de la

médiatri
e de [AB].

IV.3. Cer
les et produit s
alaire

IV.3.a. Cara
térisation ve
torielle d'un 
er
le de diamètre [AB]

Le 
er
le de diamètre [AB] est l'ensemble des points M tels que

−−→
MA · −−→MB = 0

Théorème 8.
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Preuve

Notons C le 
er
le de diamètre [AB]. C privé des points A et B est l'ensemble des points M du plan tels que

AMB soit un triangle re
tangle en M , don
 l'ensemble des points M tels que les ve
teurs

−−→
MA et

−−→
MB sont

orthogonaux i.e

−−→
MA · −−→MB = 0

IV.3.b. Equation d'un 
er
le

Dans un repère orthonormal, on 
onsidère un 
er
le C de 
entre O.

Le 
er
le C est l'ensemble des points M(x; y) tels que (x − x0)
2 + (y − y0)

2 = r2 où (x0; y0) sont les


oordonnées du 
entre du 
er
le C et r son rayon.

Théorème 9.

Preuve

M(x; y) ∈ C ⇐⇒ OM = r ⇐⇒ OM2 = r2 ⇐⇒ (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2

Exemple :

(x+ 3)2 + (y − 1)2 = 5 est une équation du 
er
le C de 
entre O(−3; 1) et de rayon
√
5.

Exer
i
e 10. Dans un repère orthonormal (O;~i,~j) trouver une équation :

1. du 
er
le C de 
entre I(1; 2) passant par J(3;−2)

2. du 
er
le C
′
passant par les points O, A(4; 0) et B(0; 2).

Exer
i
e 11. Dans un repère orthonormal, on donne les équations suivantes :

1. x2 + y2 − 2x+ y + 1 = 0 2. x2 + y2 − 2x+ 4y + 5 = 0 3. 2x2 + 2y2 − 4x− 6y + 7 = 0

Pour 
ha
une des équations pré
édentes, dites si 
'est l'équation d'un 
er
le. Si oui, pré
iser son 
entre et son

rayon.

IV.4. Trigonométrie

Quels que soient les réels a et b :

1. cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b

2. cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

3. sin(a− b) = sin a cos b− cos a sin b

4. sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b

Propriété 3.
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Preuve

1. Choisissons un 
er
le trigonométrique C de 
entre O, muni d'un repère orthonormal dire
t (O;~i,~j). A et

B sont les points de C tels que, en radians, (~i,
−→
OA) = a et (~i,

−−→
OB) = b. Dans 
e 
as A(cos a; sin a) et

B(cos b; sin b)
De plus

(
−→
OA;

−−→
OB = (

−→
OA,~i) + (~i;

−−→
OB) = b− a

Exprimons le produit s
alaire

−→
OA · −−→OB de deux manières di�érentes :

−→
OA · −−→OB = cos a cos b+ sin a sin b = OA×OB × cos(

−→
OA;

−−→
OB) = cos(

−→
OA;

−−→
OB) = cos(b− a)

2. On sait que cos(−x) = cosx et sin(−x) = − sinx
En é
rivant a+ b = a− (−b), on obtient :

cos(a+ b) = cos(a− (−b)) = cos a cos(−b) + sin a sin(−b) = cos a cos b− sin a sin b

3. sin(a−b) = cos
(π
2
− (a− b)

)
= cos

[(π
2
− a

)
+ b

]
= cos

(π
2
− a

)
cos b−sin

(π
2
− a

)
sin b = sin a cos b−

cos a sin b

4. sin(a+ b) = sin(a− (−b)) = sina cos(−b)− cos a sin(−b) = sina cos b+ cos a sin b

Corollaire 2 : Formules de dupli
ation

Quel que soit le réel a on a :

1. cos2 a =
1 + cos 2a

2
2. sin2 a =

1− cos 2a

2

Preuve

En utilisant le théorème pré
édent, il vient :

cos 2a = cos2 a− sin2 a et sin 2a = 2 sin a cosa

Comme cos2 a+ sin2 a = 1, on obtient aussi :

cos 2a = 2 cos2 a− 1 et cos 2a = 1− 2 sin2 a

D'où

cos2 a =
1 + cos 2a

2
et sin2 a =

1− cos 2a

2

Exer
i
e 12.

1. Simpli�er l'é
riture de F (x) = cosx cos 2x− sinx sin 2x

2. Démontrer que :

(a)

√
2 sin

(
x− π

4

)
= sinx− cosx

(b) Pour tout réel a, 1 + cos a+ sin a = 2 cos
a

2

(
cos

a

2
+ sin

a

2

)

Exer
i
e 13.

1. En remarquant que

11π

12
=

2π

3
+

π

4
, 
al
uler sin

11π

12

2. En remarquant que 2× π

8
=

π

4
. Cal
uler cos

π

8
et sin

π

8
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IV.5. Formules de la médiane et lignes de niveau

IV.5.a. Formules de la médiane

Soit A et B deux points quel
onque du plan et I le milieu de [AB]. Pour tout point M du plan on a :

1.

−−→
MA · −−→MB = MI2 − AB2

4

2. MA2 +MB2 = 2MI2 +
AB2

2

3. MA2 −MB2 = 2
−−→
IM · −−→AB

Propriété 4.

Illustration :

A B

I

M

Preuve

1.

−−→
MA · −−→MB =

(−−→
MI +

−→
IA

)
·
(−−→
MI +

−→
IB

)
= MI2 +

−−→
MI · (−→IB +

−→
IA) +

−→
IA · −→IB

Or

−→
IA · −→IB = −IA× IB = −AB

4
et

−→
IB +

−→
IA =

−→
0 , par 
onséquent :

−−→
MA · −−→MB = MI2 − AB2

4

2. MA2 +MB2 =
(−−→
MI +

−→
IA

)2

+
(−−→
MI +

−→
IB

)2

= MI2 + IA2 + 2
−−→
MI · −→IA +MI2 + IB2 + 2

−−→
MI · −→IB =

2MI2 + 2IA2 = 2MI2 +
1

2
AB2

3. MA2 −MB2 =
(−−→
MI +

−→
IA

)2

−
(−−→
MI +

−→
IB

)2

= MI2 + IA2 − 2
−−→
MI · −→IA −MI2 − IB2 − 2

−−→
MI · −→IB =

2
−−→
MI ·

(−→
IA−−→

IB
)
= 2

−−→
MI · −−→BA = 2

−−→
IM · −−→AB
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IV.5.b. Lignes de niveau

Soit f une appli
ation qui a tout point M du plan asso
ie un réel f(M).
On appelle ligne de niveau k de l'appli
ation f l'ensemble des points M du plan tel que f(M) = k

Dé�nition 3.

Exer
i
e 14. f : M 7−→ ~u · −−→AM

Soit k un réel. Déterminer la ligne de niveau k de f

Solution : Il faut don
 
her
her l'ensemble Ek des points du plan tel que ~u · −−→AM = k

Soit D la droite passant par A et dirigée par ~u.

Soit H le point de D tel que ~u · −−→AH = k. Par 
onséquent :

~u · −−→AH = ~u · −−→AM ⇐⇒ ~u ·
(−−→
AH −−−→

AM
)
= 0 ⇐⇒ ~u · −−→MH = 0

Con
lusion : Ek est don
 la droite passant par H admettant ~u 
omme ve
teur normal, i.e la droite passant par H et

perpendi
ulaire à D

Exer
i
e 15. f : M 7−→ −−→
MA · −−→MB

Soit k un réel. Déterminer la ligne de niveau k de f

Solution : Il faut don
 
her
her l'ensemble Ek des points du plan tel que

−−→
MA · −−→MB = k

D'après les formules de la médianes on sait que

−−→
MA · −−→MB = MI2 − AB2

4
⇐⇒ MI2 − AB2

4
= k ⇐⇒ MI2 = k +

AB2

4

On distingue trois 
as :

1. k +
AB2

4
> 0, alors Ek est le 
er
le de 
entre I et de rayon

√
k +

AB2

4

2. k +
AB2

4
< 0, alors Ek = ∅

3. k +
AB2

4
= 0, alors Ek = {I}

Exer
i
e 16. f : M 7−→ −−→
MA2 +

−−→
MB2

Soit k un réel. Déterminer la ligne de niveau k de f

Solution : Il faut don
 
her
her l'ensemble Ek des points du plan tel que

−−→
MA2 +

−−→
MB2 = k

D'après les formules de la médianes on sait que

MA2 +MB2 = 2MI2 +
AB2

2
⇐⇒ 2MI2 +

AB2

2
= k ⇐⇒ MI2 =

k

2
− AB2

4

On distingue trois 
as :

1.

k

2
− AB2

4
> 0, alors Ek est le 
er
le de 
entre I et de rayon

√
k

2
− AB2

4

2.

k

2
− AB2

4
< 0, alors Ek = ∅

3.

k

2
− AB2

4
= 0, alors Ek = {I}
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Exer
i
e 17. f : M 7−→ −−→
MA2 −−−→

MB2

Soit k un réel. Déterminer la ligne de niveau k de f

Solution : Il faut don
 
her
her l'ensemble Ek des points du plan tel que

−−→
MA2 −−−→

MB2 = k

D'après les formules de la médianes on sait que

MA2 −MB2 = 2
−−→
IM · −−→AB ⇐⇒ 2

−−→
IM · −−→AB = k ⇐⇒ −−→

IM · −−→AB =
k

2

La suite se traite 
omme dans le premier 
as.

Exer
i
e 18. f : M 7−→ MA

MB
Soit k un réel stri
tement positif et di�érenté de 1. Déterminer la ligne de niveau k de f

Solution : Il faut don
 
her
her l'ensemble Ek des points du plan tel que

MA

MB
= k ⇐⇒ MA = kMB

On a :

MA = kMB

⇐⇒ MA2 = k2MB2

⇐⇒ −−→
MA2 = k2

−−→
MB2

⇐⇒
(−−→
MA2 − k

−−→
MB

)
·
(−−→
MA2 + k

−−→
MB

)
= 0

Soit G1 et G2 les bary
entres de {(A; 1), (B;−k)} et {(A; 1), (B; k)} (
es bary
entres existent puisqu'on a supposé

k 6= 1 et k 6= −1)

On rappelle que (1− k)
−−−→
MG1 =

−−→
MA− k

−−→
MB et (1 + k)

−−−→
MG2 =

−−→
MA+ k

−−→
MB

On obtient alors :

(1 − k)
−−−→
MG1 · (1 + k)

−−−→
MG2 = 0

Comme (1 − k)(1 + k) 6= 0 on a :

−−−→
MG1 ·

−−−→
MG2 = 0

Par 
onséquent Ek est le 
entre de diamètre [G1G2]

Appli
ation :

Soit [AB] un segment de 4 
m.

1. Re
her
her l'ensemble des points M du plan tel que

−−→
AB · −−→AM = 24

2. Re
her
her l'ensemble des points M du plan tel que

−−→
AB · −−→AM = −8

3. Re
her
her l'ensemble des points M du plan tel que MA2 +MB2 = 40

4. Re
her
her l'ensemble des points M du plan tel que MA2 +MB2 = 10

5. Re
her
her l'ensemble des points M du plan tel que MA2 −MB2 = 24

6. Re
her
her l'ensemble des points M du plan tel que

−−→
MA · −−→MB = 12

7. Re
her
her l'ensemble des points M du plan tel que

−−→
MA · −−→MB = −4

8. Re
her
her l'ensemble des points M du plan tel que MA = 2MB

� C'est marrant, su�t de s'arranger pour que quelqu'un pige rien à


e qu'on lui dit et on obtient pratiquement tout 
e qu'on veut. �

J.D Salinger, é
rivain, extrait de l'attrape-
oeurs
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