Chapitre 8 wicky-math.fr.nf Dérivation

[ CORRECTION DU DEVOIR 7 )

Exercice 1. (10 points)

On considére la fonction P définie sur R par :
P(z) = 2® — 9z — 12

1. Calculer P’(x) pour tout réel x.
P'(z) =32 -9
2. Etudier le signe de P’ et en déduire le tableau de variation complet de P.

322 —9=0<= 22 =3 <=2 =—V3ouxz =3 dou :

T —00 -3 V3 +o00
P'(z) + 0 - 0 +
6v/3 — 12 +00
—00 —6v/3 — 12

3. Donner le maximum et le minimum de P sur I’intervalle [—2;2].
Le tableau de variation complet de P sur [—2;2] est :

T —2 —V3 V3 +2
P'(x) = 0 — 0 +
6v3 — 12 —22
—2 —6v/3 — 12

On lit le minimum m sur ce tablau : —6v/3 — 12 et le maximum M : M = 6v/3 — 12

4. Par lecture du tableau de variation de la fonction P, en déduire le nombre de solution de I’équation P(z) = 0.
En donner une valeur approchée a 1’aide de votre calculatrice, & 1071 preés.
P étant négative sur l'intervalle | — oco; \/g], Péquation P(x) = 0 n’admet pas de solution sur cet intervalle et
P étant strictement, croissante sur [v/3; 4-00[ avec P(100) > 0, Péquation P(x) = 0 admet une unique solution
« dans cet intervalle qui vaut & 10~1 prés :
a~3,5

5. Application : Un cube a une aréte de = cm. Un parallélépipéde rectangle a pour dimensions : 1 ¢cm; 3 cm et (3x+4) cm. Trouver
la valeur de z pour que ces 2 solides aient le méme volume
Le volume V' (z) de ce parallélépipéde rectangle vaut :

V(z) =3Bz +4) =9z + 12

celui du cube V(z) vaut :
Vo(z) = 23

Ainsi on doit résoudre
Ve(z) =V(z) <= 2® =92 +12 <= P(z) =0

La solution de cette équation est donnée par la question précédente :

r=a>~3,5
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Exercice 2. (10 points)

ABCD est un carré de coté 10. ¢ est le quart de cercle de centre A et de rayon AB contenu dans le carré ABC'D. M est un point
quelconque de €. La tangente & 4 en M coupe les segments [BC] et [CD] en E et en F.

On se propose de trouver la position du point M sur ¢ pour que la longueur EF soit minimale.

On pose BF =z et DE = y. Le réel x appartient a 'intervalle [0; 10].

1. En comparant successivement dans les triangles AMF et ABF justifier que MF = x. Procéder de méme pour justifier que
ME = y. En déduire que
EF=zxz+y

AM et AB sont deux rayons d’un méme cercle donc AM = AB, de plus les triangles AMF et ABF sont tous
deux rectangles et possédent la méme hypoténuse. Leur troisiéme coté est donc de mesure identique, i.e :

MF =BF =z

On procéde de la méme maniére dans les triangles ABE et ADE pour montrer que M E = y.
Par conséquent :
FF=FM+MF=y+x=x+y
2. En considérant le triangle CEF, démontrer que :
EF? = 22 + y? — 20z — 20y + 200
puis, en utilisant le fait que EF = = + y, que
y(2x + 20) = —20z + 200

Le triangle CEF est rectangle, Pythagore donne :
EF?=CE?’ 4+ CF? < (z +y)* = (10 —2)® + (10 — y)? <= EF? = 2? 4+ 4* — 20z — 20y + 200
et comme FF =x+yona:
(x+1y)? = 2%+ y? — 202 — 20y +200 <= 22+ 2zy+1? = 2% +y? — 202 — 20y + 200 <= 22y + 20y = —202+ 200

d’otr :
y(2z + 20) = —20z + 200
100 — 10x
x4+ 10
Comme y(2z + 20) = —20z + 200 <=y =

3. En déduire que y =
—20x+20 100 — 10x

20 +20 x4+ 10
2
4. En déduire enfin que que EF =z +y = Lloo
x4+ 10
100 — 10z 2% — 10z + 100 — 10z z2 + 100
EFF=x+y=z+ = =
x+ 10 z+ 10 x4+ 10
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5. On considére la fonction f définie sur [0;10] par :
x2 + 100

F@)=—""75

(a) Etudier les variations de la fonction f.
Pour tout x # —10 on a :

Fla) = 2z(z +10) — (2® +100) _ 2? + 20z — 100
(x 4+ 10)2 (x 4+ 10)?

ce nombre est du signe du numérateur, le dénominateur étant un carré; ce qui revient & étudier le signe
d’un trinéme :
A = 400 4 400 = 800 donc le trindme admet deux racines :

—20 + /800 —20 — /800
S VIR 10410v2 o gy = VO

=—-10—-10v2
2 2 V2

Z1

et donc sur 'intervalle [0,10] on a :

x 0 —10 + 10v2 4

f'(x) - 0 +

f@ | T

(b) En déduire que la valeur minimum de EF est 20v/2 — 20 et que dans ce cas, DE = BF.
Par lecture directe du tableau de variation f admet un minimum lorsque z = —10 + 10\/5, ce minimum

vaut
f (—10 + 10\/5) = 20v/2 — 20

donc la valeur minimale de EF est bien 20v/2 — 20 qui donc donnée pour BF = —10 + 10v/2 et pour

100 — 10
DE:yzilomzloﬁ—lo.

x
On conclut donc que DE = BF.
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