Chapitre 6 wicky-math.fr.nf Suite

[ CORRIGE DU DEVOIR MAISON 7 : DERIVATION )
Exercice 1. Soit f la fonction définie sur R par :
X
f(X) = m
1y, /
1. Calculer f'(x) pour tout x e R. f est écrite sous la forme u donc f' = uvv#

Ona u(x) = x etdonc u'(x) = 1, puis v(x) = x*>+4 et donc v/ (x) = 2x, par conséquent pour tout xe Ron a:

f,(x)_x2+4—x(2x) _xP+4-2x® —xP+4
(2442 (2442 (a2 +4)2

2. Etudier le signe de f’(x) en fonction des valeurs de x, puis en déduire les variations de la fonction f.
Le dénominateur de f est un carré, par conséquent pour tout xe Rona:

(2+4?%>0

f" est donc du signe du numérateur, qui est un trinébme du second degré.
Recherchons ses racines en résolvant —x> +4 =0 < x> =4 < x= -2 ou x=2.
On en déduit immédiatement le tableau de signe de f” et le tableau de variation de [ :

X —00 -2 2 +00
£ - 0 + 0 -
1
0 1
f \ 1 / \
-= 0
4

3. Donner, s'ils existent, le minimum et le maximum de f sur [—4;4].

1
Par lecture du tableau de variation précédent on déduit immédiatement que f admet — 1 pour minimum sur l'in-

1
tervalle [—4;4] et 1 pour maximum sur ce méme intervalle.

Exercice 2. On considére la fonction & définie et dérivable sur R par :
h(x) =3x% +11x% +5x

1. Calculer h'(x), etudier le signe de /' (x) en fonction des valeurs de x puis en déduire le sens de variation de k. Pour tout xe Ron a :
h'(x) =9x* +22x+5
A=b*—4dac= 304, le trin6me 9x% +22x + 5 admet deux racines que voici :

—-22-+v304 —-22+v304
—_— =22 et Xp= — =

-0,3
18 18

X1 =

Des racines du trindme on déduit le signe de /' et par conséquent les variations de & comme suit :

X —00 X1 X2 +00
K (x) + 0 - 0 +
~10,3 +00
h(x) __— — __—
—00 ~-0,6
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2. Endéduire le nombre de solution de I'équation h(x) = 3.
Par lecture du tableau de variation précédent I'équation /(x) = 3 admet une premiere solution sur I'intervalle ] —
oo; x1], puis une seconde sur l'intervalle [x1; x2] et enfin une troisieéme sur I'intervalle [x;; +ool.

3. Alaide de la calculatrice, donner une valeur approchée a 1072 pres de la plus grande des solutions et les valeurs exactes des autres solutions.
ATlaide de la calculatrice on trouve que les trois solutions que nous notons «, 5 et y sont :

1
a=-3 ; p=-1 et la plus grande Y= 3" 0,33
4. Résoudre I'inéquation h(x) > 3.
Par lecture du tableau de variation de i on obtient directement :
1
& =1-3;-1[U §;+oo

Exercice 3.

Dans un tronc d’arbre circulaire, on découpe une poutre
de forme parallélépipédique rectangle. La résistance a la
flexion de cette poutre varie comme le produit £ x h? oi1 ¢ 5 1 A
et h sont les dimensions ci-contre :
On prend comme unité de longueur le rayon du tronc nh 5
d’arbre.

h D

A
k|
Y

1. Montrer que h? =4 —¢2
Le triangle ABC est rectangle en B, par conséquent, d’apres le théoréeme de Pythagore :

AC?=AB?+BC* <=2 =0’ + > = h* =4

2. En déduire que 0h? = —03 + 4¢.
Puisque h? = 4 — ¢2, en multipliant membre 2 membre cette égalité par £ on obtient immédiatement :

0h?=—03+40

3. Soit f(x) = —x3+ax pour x = 0.

(a) Etudier le sens de variation de f sur l'intervalle [0; +ool.
Pour tout x€e R* ona:
fl(x)=-3x%*+4

Ce trindbme admet deux racines que nous obtenons ne résolvant :

, 4 2 2V3 2V3

32 +4=0<x :g@xz——z—— ou X=—

V3 3 3

Des racines du trinéme on tire successivement le signe de f” et les variations de [ :
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2 2
X —00 -—— — +
V3 V3 =
' - 0 + 0 -
+00 =3,1
~-3,1 —00
Le tableau de variation de f sur I'intervalle R* est donc :
0 2 +
x il
\/g o0
) + 0 -
=3,1
0 —00

(b) Comment choisir ¢ et k pour que la poutre résiste au mieux  la flexion ?
Pour que la poutre résiste au mieux 2 la flexion il faut, d’apres I'énoncé, que le produit £4? soit maximal, au-
trement dit il faut que la fonction f soit maximale. D’aprés le tableau de variation précédent, f est maximale

2V3

lorsque x = —.
4 3

On choisira ainsi £ = = et par conséquent on choisira :

12 4 8
h:\/4—€2=\/4——=\/4——=\/j
9 3 3
(c) Quel est'angle « correspondant a 0,1° pres.

Dans le triangle rectangle ACDon a:

8
AD_h__3

, 3_ V8
sina=—=— =—
c 2 2 23
Ce qui implique que
o =54,7°

Exercice 4. Un industriel doit fabriquer une boite fermée de volume 1 dm?® ayant la forme d’un parallélépipede rectangle de hauteur y et dont la

base est un carré de coté x > 0. Lunité de longeur est le décimeétre.

1
1. Justifier que y = —

Le volume du parallélépipéde rectangle vaut 1 donc:

2,1 _ 1
xXy= @y_;

2. Endéduire que Iaire totale de la boite est :

4
S(x) =2x%+ =
X

Le parallélépipede rectangle est constitué de deux carrés d’aire x° et de quatre faces d’aire yx, par conséquent :

S(x) = 2%+ X2 +4yx
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X s : 1 .
Or, d’apres la premiére question y = —, par conséquent :
x

1 4
S(x)=2x2+4x—2xx=2x2+—
X X

3. Montrer que pour x>0ona:
_ 2
') = 4(x 1)(x2 +x+1)
X
Pourtoutx>0ona:
S'(x) = 4 4 4x3-4 4(x3-1)
X)) =4xX— — = =
X2 X2 X2

De plus pour tout x>0, 0na:

2 _x-1=x-1

(x—l)(x2+x+1) =B +x%+x—x
On a ainsi pour tout x>0
4x-D(x*+x+1)

S'(x) = =z

4. (@) Dresserle tableau de signe de S’ sur ]0; +ool.
S’ est du signe du numérateur puisque le dénominateur est toujours strictement positif sur ]0; +ool.
Déterminons dans un premier temps les racines de x* + x +1:

A=1-4<0
, ce trindme n'admet pas de racine et par conséquent
P+x+1>0

Autrement dit S’ est du signede x—1, d’ou:

X 0 1 +00

S’ (x) H - 0 +

(b) En déduire le tableau de variation de S sur ]0; +ool.
De la question précédente on déduit immédiatement :

o

+

X 0 1 +00
$'(x) H _

+00
6

(c) Donner les dimensions de la boite d’aire minimale.
En observant le tableau de variation précédent on s’apercoit que S admet un minimum lorsque x = 1. Ainsi
l'aire est minimale lorsque le carré est de coté 1.

1
De plus si x = 1 alors y = — = 1. Ainsi la boite est d’aire minimale lorsque celle-ci est un cube de coté de 1;
b3

dans ce cas son aire vaut 6 dm?.
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