Chapitre 2 wicky-math.fr.nf Trigonométrie

[ CORRECTION DU DEVOIR MAISON 2 )

Exercice 1. Angles de vecteurs
ABCD est un polygone tel que :
— — n —_ — n
(AB;AD)=-2  (BABC)=2
3

1. Dessiner ce polygone tel que AB = 4 cm et AD = 6 cm.

et (E\,ﬁi) = —%

A B

2. Déterminer des mesures de ((ﬁ,/ﬁ) et (E,C_Ij)
On utilise les propriétés sur les angles de vecteurs :

((TBS,KE) = (—C_é; —Kﬁ) = (B_C),];&) =- (E&,B—C}) = —E[ZH]

Etdemémeona: n

(E’);(Y)) - (—ﬁ;—ﬁ’)) - (]ﬁ;D—é) =gl

3. ATlaide delarelation de Chasles, calculer la mesure principale de (63’, (75)

On utilise la relation de Chasles afin de trouver une mesure de I'angle (C_Ié, C—I))) :

(CB;CD) = (CF:AB) + (AB;CB) = - + (A5 AD) + (AD; 0B) = - X - 2 - £ = Fxame2n 9 9%

3n — 3n
De plus -1t < e < 7, par conséquent le mesure principale de 'angle (CB; CD) est T rad.

Exercice 2. Equations trigonométriques

1. Résoudre dans R les équations trigonométriques suivantes :

. L L T
(@) sinx=sin— <= x=—[2n] ou x=mn——[27].
4 4 4

T 3n
On conclut que x = 1 +2kmaveckeZou x= i +2kmavec ke Z.

3
Y:{%+2kn;%+2kn avec kEZ}

b b b 3 b1 5m
(b) cos(x——)=—cos—c»cos(x——)=—£<=>cos(x——)=cos(—)
2 6 2 2 2 6
. T 5 U 51
Ainsix——=—+2knoux— —=—-——+2knavec ke Z.
2 6 2 6
. 5t m 81 4m 5t T 2n b
Par conséquent x = —+ — +2kn=—+2kn=—+2knoux=——+ - +2kn=——+2kn=——+2km avec
6 2 6 3 6 2 6 3
keZ. A
U i
yz{?+2kn;—§+2kn avec kEZ}
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1 b 51
(©) sin2x=5<=>2x=6+2kn ou 2x=€+2knaveckEZ.

bl 51
Par conséquent : x = B +kmoux= B +kmaveckeZ,dou:

5
Y:{l+kn;—n+kn avec kEZ}

12 12
ie: 13 5 .
i U 7T U
5”:{—+2kn;—+2kn;—+2kn;——+2kn avec kEZ}
12 12 12 12
571 51
(d) cosx= Y — x= 5 +2kmou x = sy +2kmavec k€ Z. Au final :

5
Y:{§+2kn;—%+2kn avec kEZ}

n . 3m
2. (@) Montrer que cos — = sin —.
5 10

b b
On sait que pour tout xe Ron a: sin (E - x) = cos x, appliquons cette égalité pour x = 5 et on obtient :

=C0S— <= sin— =cos—

b n) b 3n b
5 10 5

(b) Résoudre dans R1'équation trigonométrique :

. 3m
COSX =SIn —
10
. L . , . L
On vient de montrer que x = 5 est solution de cette équation, par conséquent :
. 3n n b b
Ccosx = smﬁ < Ccosx = cosg —x= 5 +2kn ou x= ~z +2knavecke Z

7={3+2kn;—3+2k7r avec kEZ}
5 5

Exercice 3.

Un éléve propose deux « nouvelles »formules a ajouter aux formules trigonométriques classiques :
cos2a=2cosa 1)
sin2a =2sina 2)

Ces deux formules sont-elles :

1. vraies pour tout nombre réel a?

. z T[
Ces formules ne sont pas vraies pour tout nombre réel a. Prenons 'exemple de 3 :

b 1 b
cos(Zx—):——;éZcos—zl
3 2 3

De méme : ¥
b 3 b
sin[2x =] =— #2sin—=v3
( Xs) 2 7 3 V3

2. vraies pour quelques valeurs de a ? Si oui, lesquelles ?
Il n'existe a priori aucune solution évidente a ce probleme. On décide alors de tracer la représentation graphique de
la fonction f ou f(x) = cos2x et de la fonction g ou1 g(x) =2cos x.
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AW

J
Cr:y=cos2x

/NN /N

_ 3 ‘

11 existe des points d’intersection entre les deux courbes, par conséquent il existe des valeurs de a telles que f(a) =

gla).
En procédant de la méme manieére pour la deuxieme égalité on observe :
2 4
Cr:y=sin2x
l 4
-7 -6 -5 -4 -2 -1 1
1 4
-2 A

Légalité alieu lorsque 2sinx =0 <= sinx=0<= x=0+knavec ke Z

3. fausses pour toute valeur de a?

Les réponses a la question précédente impliquent que les deux formules ne sont pas fausses pour toute valeur de a.

Exercice 4. On se propose de résoudre I'équation (E) :
. T
cosx+sinx=v2 pourxe[—g,g]

1. (E) admet une «solution évidente ». Laquelle ?

b
Pourxzzona:

V2 V2
COS— +sin— = — +—— =2
2 2
. . T . L.
Ainsi 7 est une solution évidente de (E).
2. (@) SoitP le polynome du second degré définie sur R par :
P(x) =2x% —2v2x+1
Déterminer la forme canonique de P.
On cherche les antécédents de ¢, donc de 1.
P(x)=1
= 2x*-2V2x+1=1
— 2x*-2V2x=0
— x*-V2x=0
= x(x-v2)=0
= x=0 ou x=V2
D. Zancanaro 18-2012-2013
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N

2
L'équation de 'axe de symétrie de la parabole est donc x = - ainsi o = > et:

2
ﬁzP((x)zz(g) —2\/§x§+1=1—2+1=0

La forme canonique de P est donc:

2
P(x)= Z(x— g)

(b) ATaide dela question précédente déterminer 'antécédent de 0 par P.

P(x)=0 9
2
— Z(x—g) =0 (10)
2
— (x—?) =0 (11)
— x—gzo (12)
= x= g (13)

2
0 n’a qu'un antécédent qui est =

(C) EnposantX =cosxetY =sinx et ajoutant une équation supplémentaire toujours vérifiée par X et Y, former un systéme de deux équations
a deux inconnues que I'on résoudra (en utilisant le résultat de la question précédente).
On sait que Vx € R on a cos? x +sin x = 1 &> X% +Y? = 1, par conséquent X et Y vérifient le systéme suivant :

{ X2+Y2=1 (:}{ X2+Y2=1 (:}{ X2+ (V2-X?%=1 (:){ X2+2-2V2X+X% =1 (:){ 2X2—2V2X+1=0

X+Y=v2 Y=v2-X Y=v2-X Y=v2-X Y=v2-X
2
AinsiZXZ—Z\/EX+1=0<=>P(X)=0<=>X=§.

/3

2 2
Par conséquent Y = V2-X=v2- % = -5 On a déterminé les valeurs de X et Y, d’ot1 :

{ X =cosx Cosx =
f g

- 7
\/2_ — x=—+2kn aveckeZ
Y =sinx 4

. 2
sinx=—
2

Lensemble des solutions de (E) est donc :

YE={2+2kTr aveckEZ}

Exercice 5. Sur les pas de Claude Ptolémée
ATaide du théoreme de Ptolémée :
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':ﬁ\v Théoréme 1.

Sile quadrilatére convexe ABCD est inscrit dans un cercle, alors :

AB x CD +BC x AD = AC x BD

2 . I . . .
démontrons que: «si0 < b < a < —, alors sin(a— b) =sinacos b—sinbcos a».

Sur le demi-cercle de diametre AD = 1 et de centre O, on place les points B et C tels que :

(EX,ITé) =a et (E\,l)_ﬁ) =b

sin2a

1. Déterminer en fonction de sina, sin b, cos a et cos b les longueurs AB, BD, AC et DC.
Le triangle ABD est rectangle en B, par conséquent :

. AB BD
sinb=— =AB et cosb=— =BD
AD AD

Dela méme maniere le triangle ACD est rectangle en C, par conséquent :

. AC DC
sina=— =AC et cosa=—=DC
AD AD

2. Montrer que
(0B;0C) =2a-2p

D’apres le théoreme de I'angle au centre dans un cercleon a:

(&,&é) =2x (]ji,]?ﬁ) =2b ; (EX,FC) =2x (]ji,D—C)) =2a
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On en déduit, en utilisant la relation de Chasles que :
((ﬁ,O—é) = ((ﬁ,(TA)) + ((T&,O_é) =— ((TA),(%) + (EA,O_C)) =-2b+2a=2a-2b

En déduire que BC = sin(a — b).

Dans le triangle OBC isocele en O, on considere la hauteur issue de O qui est aussi médiane et bissectrice dans le
triangle OBC. Notons I le milieu de [BC].

Dans le triangle rectangle OIBon a:

1

2a-2b IB =BC
sin(L) =— <sin(a-b) = 27— sin(a— b) =BC
2 OB %

3. Conclure al'aide du théoréme de Ptolémée. T
D’apres le théoreme de Ptolémée on a, danslecasou0<b<a< 3 alors ABCD est un quadrilatére convexe donc :

ABxCD+BC xAD=AC xBD <= sinb x cosa+sin(a—b) x 1 =sina x cosbh < sin(a— b) =sinacosb—sinbcosa

Exercice 6. Probleme ouvert : un escargot se déplace.
Un escargot se déplace dans un potager rectangulaire de dimensions 3 m x4 m.
Un repére orthonormé (0;1,]) est tracé sur le sol tel que :

— Oestle centre du potager;

- Ola pour direction la longueur du potager;

— le plan est orienté.

! en suivant I'axe des abscisses dans le sens positif pendant 1 minute, puis tourne d’'un angle de

Lescargot par de O et avance a la vitesse de 6 cm.min ™
= 1l poursuit son chemin pendant 1 minute, tourne encore et ainsi de suite.
Arrivera-t-il sur une des clotures en moins de 2 heures? Voici ici un dessin représentant le déplacement de notre escargot dans un

potager rectangulaire. On s’apercoit graphiquement qu’il va sortir du potager en moins d’'une demi-heure.

M K

1,5m
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