Chapitre 8 wicky-math.fr.nf Les nombres complexes

[ EXERCICES : LES NOMBRES COMPLEXES

@7 Exercice 1 : Le plan complexe et rapporté a un repere orthonormé direct (O, u, v ) On considere le point A

z—1-1
d’affixe 1 + i. On associe, a tout point M du plan d’affixe z non nulle, le point M’ d’affixe z’ = pat

Le point M’ est appelé le point image du point M.
1. a. Déterminer, sous forme algébrique, I'affixe du point B/, image du point B d’affixe i.
b. Montrer que, pour tout point M du plan d’affixe z non nulle, I'affixe z’ du point M’ est telle que z’ # 1.

2. Déterminer I'ensemble des points M du plan d’affixe z non nulle pour lesquelles I'affixe du point M’ est un
nombre réel.

@7 Exercice 2 : On considere les points A, B, C, D, S et T d’affixes respectives :

T 3n
i— i—
a=-2+4i b=—-4+2i c¢c=4+2i d=-2+2i+6e 2 s=5v2e 4 t=-2+2i

[

. Placer ces points et compléter la figure au fur et a mesure de I'exercice.

N

. Pour chacune des questions suivantes, expliquer la méthode pour y répondre (mais il est inutile d’y répondre)
a. Montrer que les points A, B C et D sont cocycliques.
b. Montrer que la droite (ST) est la médiatrice du segment [AB]
c. On considere les points P et Q, milieux respectifs des segments [AC] et [BD].
Déterminer p et g les affixes respectives des points P et Q.
r— 1 d—c
3. Ona calculé Lt ——1 et
qg-s 2 b-a
. Que représente le point T pour le triangle PQS ? Le démontrer. Ondonnep=1+3iett=-3—1i.

=3 Que peut-on en déduire ?

S

. Déterminer 'affixe r du point R tel que ABSR soit un parallélogramme.

@7 Exercice 3 : Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une dé-
monstration de la réponse choisie. Le plan complexe est muni d'un repéere orthonrmé direct (O, u, v )
1. Soit A le point d’affixe 2 —5i et B le point d’affixe 7 — 3i. Proposition : Le triangle OAB est isocele.

2. Soit & 'ensemble des point M d’affixe z telle que |z —i| = |z + 2i].
Proposition : Cet ensemble est une droite parallele a 'axe des réels.

3. Soit z=3+iV3. Proposition : Pour tout entier naturel non nul, z3" est imaginaire pur.
bl
4. Soit z un nombre complexe non nul. Proposition : Si > est un argument de z, alors |i + z| = 1 +|z]

5. Soit z un nombre complexe non nul.

. L 1s 1 .
Proposition : Sile module de z est égal a 1, alors 2% + — estun nombre réel.
z

@7 Exercice 4 : Le plan complexe est muni d'un repére orthonrmé direct (O, ;, 7)
On désigne par A et B les points d’affixes respectives zp =1 et zg = —i.
On appelle C le point tel que le triangle ABC soit équilatéral direct, ie tel que (/KE,ATi) = +g.
Déterminer 'affixe du point C.
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@7 Exercice 5 : (d’apres Amérique du Nord 2012)
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u, 7) On note Q le point d’affixe 1. On con-

sidere I'application f du plan dans lui méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle que :

Z,=Z2

-

. Déterminer I'ensemble I'; des points M du plan tels que f(M) =M.
. Soit A le point d’affixe a = V2 —iV2.
a. Exprimer a sous forme exponentielle.

N

b. En déduire les affixes des deux antécédents de A par f.

w

. Déterminer I'ensemble I'; des points M d’affixe z tels que l'affixe z’ du point M’ soit un nombre imaginaire pur.

-~

. Dans cette question, on souhaite déterminer I'ensemble I's des points M distincts de Q pour lesquels le triangle
!/

z -1

z—1

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le module de Z pour que QMM '’ soit isocéle.

QMM’ est rectangle isocéle direct en Q. On pose Z =

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur 'argument de Z pour que QMM soit rectangle.
En déduire que M est un point de I's si et seulement si z2 —iz—1+i=0et z # 1.
2oiz—1+i=(z-D(z+1-1).

& o @

Montrer que z
e. En déduire 'ensemble I's.
5. Soit M un point d’affixe z différente de 0 et de 1.

a. Exprimer (OM ,OM’ ) en fonction d'un argument de z.

b. En déduire I'ensemble T’y des points M distincts de O et de Q tels que O, M et M’ soient alignés.

@7 Exercice 6 : (d’apres Antilles-Guyane 2012)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, u, v )
On réalisera sur une feuille de papier millimétré une figure en prenant pour unité 2 cm. On complétera cette figure
au fur et a mesure des questions.

On considere les points A, B et C du plan complexe d’affixes respectives

a=-1+2i ; b=-2-i ; c=-3+i.
1. Placer les points A, B et C sur le graphique.
b
2. Calculer e en déduire la nature du triangle OAB.

3. On considere I'application f qui a tout point M d’affixe z avec z # b, associe le point M’ d’affixe z’ définie par

, Z2+1-2i
- zZ+2+i1
a. Calculer I'affixe ¢’ du point C', image de C par f et placer le point C’ sur la figure.
b. Déterminer 'ensemble & des points M d’affixe z avec z # b, tels que |z'| = 1.
c. Justifier que & contient les points O et C. Tracer &.

4. Dans cette question, toute trace de recherche méme incomplete sera prise en compte dans l'évaluation.
On appelle ] et K les points d’affixes respectives 2 + i et —1 — 3i.
On note L le milieu de [JK].
Démontrer que la médiane issue de O du triangle OJK est la hauteur issue de O du triangle OAC.
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@7 Exercice 7 : (d’apres Asie 2012)
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O, u, 7) On prendra 2 cm comme unité graphique.
On no';? r Iapplication du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle que
Z=e6z
On considere le point A, d’affixe zp = —V3+i,le point A; d’affixe zy, = zp ol zp désigne le conjugué de z,.
On note enfin B image du point A; par r et zp I'affixe du point B.

1. a. Ecrire le nombre complexe z, sous forme exponentielle, puis placer les points A et A;, dans le repére.
2in
b. Vérifier que zg = 2e 3 sousforme exponentielle, puis écrire zg sous forme algébrique.
Placer alors le point B dans le méme repere.
2. On considere le vecteur unitaire E, tel que (;, E) = %, et la droite A passant par O et de vecteur directeur w.
a. Démontrer que le triangle OAB est rectangle isocele en O.
b. Tracer la droite A, puis démontrer que A est la bissectrice de I'angle (ﬁ , OB )
En déduire que les points A et B sont symétriques par rapport a la droite A.
3. Onnote B) le symétrique de B par rapport a I'axe (O ; ;) et B' 'image de B, par r. Démontrer que B’ = A.
4. Dans cette question, toute trace de recherche ou d’initiative, méme non aboutie, sera prise en compte dans l'éval-

uation.

Soit C le point d’affixe v2(1 +1) et D le symétrique de C par rapport a la droite A.
Construire les points C et D, puis calculer I'affixe du point D

@7 Exercice 8 : (d’apres Liban 2012)
On se place dans le plan complexe muni d’'un repere orthonormal direct (O, u, 7)

1. Un triangle
a. On considere les points A, B et C d’affixes respectives a = 2, b=3 +iv3 et ¢ = 2iV/3.
Déterminer une mesure de I'angle ABC.

b. En déduire que I'affixe » du centre Q du cercle circonscrit au triangle ABC est 1 +iV/3.
2. Une transformation du plan
On note (z,) la suite de nombres complexes, de terme initiale zy = 0, et telle que :

1+iv3 )
Znel = Tzn + 2, pour tout entier naturel 7.

Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe z;,.
a. Montrer que les points Ay, A3 et A4 ont pour affixes respectives :

3+iV3, 2+2iV3 et 2iV3

Onremarqueraque:A;=1,A, =Bet Ay =C.
b. Comparer les longueurs des segments [A]A], [A2A3] et [AzAy].
c. Etablir que pour tout entier naturel n,on a:

Zp+1 — W= (Zn_(l)),

1+iv3
2

ol w désigne le nombre complexe défini a la question 1. b).
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d. En déduire une mesure de I'angle Aml.
e. Comparer QA, et QA ;4.
f. Justifier que, pour tout entier naturel n, on a: A, = A,,. Déterminer I'affixe du point Ayg;2.
3. Dans cette question, toute trace de recherche, ma®me incomplete, ou d’'initiative, ma®me non fructueuse, sera
prise en compte dans I'évaluation.
Déterminer, pour tout entier naturel », la longueur du segment [A,A;41].

@7 Exercice 9: (d’apres Pondichéry 2012)
Partie A Restitution organisée de connaissances
Soit z un nombre complexe. On rappelle que z est le conjugué de z et que | z| estle module de z. On admet I’égalité :
=zz.
Montrer que, si z; et z; sont deux nombres complexes, alors |z; z2| = |z1||z2].

2
F4

PartieB: FEtude d’'une transformation particuliére
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O, u, v ), on désigne par A et B les points d’affixes

respectives 1 et —1. Soit f la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z # 1, associe le point M’ d’affixe z' tel
que:

N\
I
wl| =
L]
=N

[

. Soit C le point d’affixe zc = -2 +1.
a. Calculer l'affixe z du point C' image de C par la transformation f, et placer les points C et C' dans le
repere donné en annexe.
b. Montrer que le point C’ appartient au cercle % de centre O et de rayon 1.
c. Montrer que les points A, C et C' sont alignés.
2. Déterminer et représenter sur la figure donnée en annexe 'ensemble A des points du plan qui ont le point A
pour image par la transformation f.

3. Montrer que, pour tout point M distinct de A, le point M’ appartient au cercle €.
/

4. Montrer que, pour tout nombre complexe z # 1, est réel.

Que peut-on en déduire pour les points A, M et M’ ?
5. On a placé un point D sur la figure donnée en annexe. Construire son image D’ par la transformation f.

<l

=
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