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. DEVOIR SURVEILLE :
RECURRENCE ET LIMITES DE SUITES

@7 Exercice 1 : Opérations sur les limites et FI (4 points)

1
1. lim vVn=4oc0et lim — =0

n—+0o n—+oo \/n
. . . 1
Par soustraction, on obtient lim vn— — = +oc0
n—+oo vn
2. lim 5n*= +00, lim -3n=-00 et lim (0.9"=0car-1<0.9<1.
n—+oo n—+oo n—+oo

Par addition, on obtient une forme indéterminée.
D’aucuns diront que c’est le terme de plus haut degré dans I'expression 5n* — 31> qui'emporte

et que donc lim 5n*—3n° = +oco d’olt 11111 5n*—3n®+0.9" = +00 et ils nauront pas tort.
n—+oo n—+oo

Cependant, en Terminale S, on attend que vous justifiez cela en factorisant I'expression par son
terme de plus au degré :

4 5.3 _ _ 3 _ 3 _
5nt—3nd=ntl(5- = Or lim 5 =5
n2/l n—+oo n2

1
Par produit, on obtient lim 5n*-3n= lim n (5 —3—2) =400
n—+o0o T n=hoo n

Dot lim 5n*-31n%+0.9" = +o00

n—+oo
. And+27n*+7 . . N .1 iy
3. lim ——————— Par quotient, on obtient la encore une forme indéterminée.
n—+oo  0.1n%-4
, . . And+27n% + 7 . 4An3 . o
D’aucun dirontque lim ———— im im =0 etilsn’auront pas tort.
n—too  0.1md—4  n—+00(0.1nd  n—t000,172

Cependant, en Terminale S, on attend que vous factorisiez pour justifier. Ainsi :

27 7 27 7
3
nld+ —+— -
AR’ +27n°+7 ( n n3)_4+n+n3

1nd— h 4\ 4
0.1n°~4 n5(0.1——5) n2(0.1——2)
n n
27 7 . 4 L And+27n?+7
Or lim 4+—+—5=4 et lim n?[01-—|=+0c0 Ainsi lim ————— =
n—+oo n ns n—-+oo n2 n—+oo 0.1n°—-4

4. Onsait déja que lim 0.9"=0"car-1<0.9<1.
—+00

= +oo (par quotient et avec la regle des signes)

n—+o0 (0.9"
D'ou lim 6- = —00
n—+oo (.97
@7 Exercice 2 : Limites et comparaison (5 points)

1. a. w0 =2.4873 et ujppo = 2.4987 On peut conjecturer que la suite tend vers 2.5.

b. On sait depuis la grande section de maternelle que pour tout n € N on a

—1<cos(n)<1 < 3=-3cos(n)=3 < 5n>—3>5n? —3cos(n) = 5n° +3cos(n)
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5n% -3 5n% —3cos(n) 5n%+3
> >

OrvneN,2n’+n+1>0 doncona > >
2n2+n+1 2n2+n+1 2n2+n+1

n2(5- = 3
5n--3 n2 n2
Comme2 5 1 1 1 1 T
netnE 22+ =+—=| 2+-—-+—
n?2 n n?
5 3
5n%-3 ) 5
Ona lim ——~ = lim — % ==
n—too2nZin+l noteo_ 1 1 2
2+—+—2
n n
5n%+3 5

De méme lim ————— =3
n—+oo2nc+n+1 2

5n*—-3cos(n) 5
D’apreés le théoreme des gendarmes, on peut conclure que 11 —— ==
—+o0 2n2+n+1 2
2. a. Pourtoutnel\lona l<sin(m)<1 < n’>-1< vn<n +1.

Or 11111 n? —1 = +oo donc d’apres le théoreme de comparaison on a hm vy =+00
n—+oo

b. On est stir que v, > 10° lorsque n* +1>10° < n?>>10°+1 < n>V106+1carn=0.

3. PourtoutneNona-1<(-1)"<1 < -3<(-1)"-2<-1 < -3n<w,<-ncarn<00r
lim —n=—oodoncdapres le théoreme de comparalsonona hm Wy = —00

n—+oo
@7 Exercice 3 : Utilisation d’une suite auxiliaire (4 points)
1 4 1 1 1
1. a. PourtoutneNonav,=uy1—1= Eu”+§_1: g”"‘g = —(un—l) —vn

1
Donc (v,) est une suite géométrique de raison = et de premier terme vg = up—1=12
n
b. On sait alors que pour tout neNona v, =vyx q" =12 x (E)
1 n
Donc u,, = vn+1:12x(g) +1

1 1)\" 1
Or—1<g<1donc lim (—) =0 et lim u,= lim 12(5

n—+oo\ 5 n—+oo n—+oo

Sn = Zuk—n 1_Z(12(%)k+1)—n—1:12i(é)k+i1—n—1

k=0 k=0
1n+1 1 n+1
1‘(3) 1‘(3)
— tn+l-n-1=12—"~1

1 4

1-2 =
5 5

Sy

n+l1
b. Comme lim (—) =0 ona lim S,=15
n—+oo\ 5 n—+oo

= 12x
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gf Exercice 4 : Suite récurrente (5 points)
1. a. Cfvotre sujet.

b. On peut conjecturer que la suite est décroissante et converge vers ’abscisse du point d’in-
tersection des A et %

2. Initialisation: pourn=0

1+4 5 .
up=4etu = T: 3 Donconabien0<u; <upg<4
Hérédité : On suppose qu'’il existe k € N tel que 0 < 41 < uy <4.Alorson a

1 1+uk+1 1+u;C 5
O<suUpy1 S up<d4d < 151+uk+1s1+uks5(=>§s 2 == 5

1+ uk+1 I+ uk 5 . ) . )
— < 5 5 car la fonction racine carré est croissante st

0< U2 = uk+1 =4

Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion : la proposition est héréditaire et initialisée. Elle est vraie pour tout n € N.

3. La suite est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.
. . . 2 _ 2 :
4. On sait que nl_lgloo ={ donc nEI}lm u, ., = £° par produit.

De pluson saitque lim wu;, ;= lim =——
n—+oo n—+oo 2 2
e o 5 140
Par unicité de la limite on a donc ¢ = —
1+¢
On résout cette équation : 0> = —— < 20° =1+ < 20°-0-1=0

A:1—4x%x§—1) :1
Donc ¢; = —— = ~3 < 0 ce qui est impossible car on a montré que u, >0 pour tout n € N

1+3
Etﬁng:I. Doncf=1

@7 Exercice 5 : Récurrence (2 points)
Initialisation : pour n =0

OnaSo=1u _2x0-1 1 et 20+1—2x0—3_2—3_ 1
ST 0 20 1
Donc la proposition est vraie pour n =0

Py S 2k+1 2k -3
Hérédité : On suppose qu'’il existe k € N tel que Sy = — Alors
2M1 2k -3 2(k+1)-1

2k + 2k+1

Sk+1 = Skt Ups1= (HR)

22 _gk—6+2k+2-1 2K2-2k-5
2k+1 - 2k+1
2k+2 _9f—2-3 2Kk2_2(k+1)-

3
= 2k+1 = 2k+1 CQFD

Donc la proposition est héréditaire.
La proposition est initialisée et héréditaire donc elle est vraie pour tout n € N.
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