Chapitre 3 wicky-math.fr.nf Correction

DEVOIR MAISON 3BIS :
CORRECTION

Soit f la fonction définie sur R par: flx) = \/m
1. Variations de f :
a. Onrésout I'équation x> —6x+10=10 < x*—6x=0 < x(x-6)=0 < x=0 ou x=6
DoncazOZ—G:& Deplusp = f(a) =3>-6x3+10=1.

Aufinalona x? —6x+10= (x—3)2 +1.
Il est clair que cette expression est toujours supérieure ou égale a 1 donc strictement positive.

b. On en déduit que |x*> — 6x + 10| = x> — 6x + 10 pour tout x € R. Donc

f(x)=Vx?2-6x+10 ouencore f(x)=V(x-3)2+1, VxeR

Algorithmede f :

x —o0 3 +00 x— (x=3)?+1— V(x-3)2+1

o i ui variati
On connait depuis la seconde les variations

Variations ) . A 4

9 d’'une fonction trindbme donnée sous sa

de (x—3)°+1 f .

c. . orme canonique.
Variations La fonction racine carré est strictement
de f(x) = croissante sur R*.

V(x=3)2+1 Vel Donc elle ne change pas les variations d'une
_ fonction positive.

d. Lafonction f admet pour minimum 1 atteint en x = 3 et pas de maximum.

2. Premiere propriété de la courbe représentative de f : Soit 1 € R.

a. On utilise la forme canonique du trindme, plus simple pour ces calculs. On a f(x) = v/ (x—3)%2 + 1, donc:

fB-m=\/(B-m-3°+1=V(h2+1=Vh2+1 fB+m=VB+h-32+1=Vh2+1

DoncVheRona f(3—h) = f(3+h).

b. Les points A et B appartiennenta ¢’ par définition de leur ordonnée, et d’apres 2a), on sait que ces ordon-
nées sont égales. Ainsi, ces points sont symétriques par rapport a la droite d’équation x = 3.

c. Ceci étant vrai pour tout h € R, on peut en déduire que la courbe 4 est symétrique par rapport a la droite
d’équation x = 3. Lorsque h parcourt R, on peut donc en déduire que les points donnés sont symétriques
par rapport a la droite d’équation x = 3.

3. Comportement al'infini de f :
a. M=10.
i f()=10 = V(x-3)2+1=10 < (x—3)°+1=100  car (x—3)* + 1 est positif

— (x-3%=99 < x-3=v99 ou x-3=-V99
<~ x=3+VvV99 ou x=3-v99

Comme 3 - v99 < 0 et qu'on nous demande les solutions positives, on a finalement S = {3 +V 99}.
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D’apres le tableau de variations de f,
X —00 3_y/ 0 3 V4 +
3-v9 3+v99 | surles positifson a:
. Y
- Variations ™ 10 - 1'0 / fx)=210 <= x=23+v99
de f V10
™ / DoncS=[3+\/99;+oo[

iii. Toujours d’apres ce tableau, on voit que pour tout x =3+ V99 on a f(x) = 10.
Donc X = 3 + V99 convient.
En fait, c’est le premier qui convient, mais I'affirmation est encore vraie pour n'importe quel
X plus grand que 3 + v/99. Par exemple X = 3 + v/100 = 13.

iv. Pour M = 10°, on trouve sur les positifs que

f(x)=10° < x=3+V1010-1

Gréce au tableau, on peut donc dire que les solutions positives de I'équation f(x) = 10° sont les nom-
bres de I'intervalle [3 +v1010-1; +oo[.

Il existe donc X tel que pour tout x =X on a f(x) = 10°.

Par exemple X=3+V101°-1 ouencore X=3+ V1010 = 3+ 10°.

Pour M = 10%7, on trouve sur les positifs que

f(x)=10% = x=3+V1074 -1

Grace au tableau, on peut donc dire que les solutions positives de 'équation f(x) = 1
nombres de l'intervalle [3 +V 1074 —1; +oo[.
1l existe donc X tel que f(x) =107 pour tout x = X.
Par exemple X=3+V10%-1 ouencore X=3+ V107 =3+10%.
b. SoitM e R
i. D’apres le tableau de variations de f, on voit que I'équation f(x) = M admet

037 sont les

0 solutionsiM < 1, 1 solutionsiM =1, 2 solutions siM > 1.

ii. — SiM < 1:on voit, d’apres le tableau de variations de f, que f(x) est toujours supérieur ou égal a M.
Donc I'ensemble des solutions de I'équation f(x) =M est S =R.
— SiM =1:on voit, d’apres le tableau de variations de f, que f(x) est toujours supérieur ou égal a M.
Donc I'ensemble des solutions de I'équation f(x) = M est encore S = R.
— SiM > 1: Commencons par résoudre I'équation f(x) =M, comme pour les cas particuliers.
fX)=M < V(x-32+1=M < (x-3)>+1=M?  car (x—3)? +1 est positif

— (x-3%=M?-1 <= x-3=VM2-1 ou x-3=-VM2-1
— x=3+VM2-1 ou x=3-VvM2-1
x —00  3-yM2-1 3 3+VM2Z-1 o0

D’apres le tableau, on voit que

\ v v /

f)=M <« x=<3-VM2-1

Variations M M
de f \ / ou x=3+VvVM2-1
1
Donc I'ensemble des solutions est S = ] —00;3 - VM2 - 1] U [3 +VvVM2-1; +oo[
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iii.

iv.

Vii.

Laphrase «VMeR,IXeR,Vx=Xona f(x)=M» signifie:

« Pour tout nombre réel M, il existe (au moins) un nombre réel X tel que,
pour tout x plus grand que X, on a f(x) supérieur ou égal a M ».
- Si M < 1 alors on sait que pour tout nombre x on a f(x) = M, donc en particulier pour ceux plus
grands que 4 (n'importe quelle valeur convient).
Donc par exemple X = 4 vérifie I'affirmation «pour tout x =X, f(x) = M»
Puisque qu’on a trouvé un X tel que pour tout x =X on a f(x) = M, il existe au moins un.

- SiM =1, c’est pareil. Par exemple, on peut prendre X = —52.
Onabien «pourtout x=-52, f(x)=1».
Donc il existe au moins un X qui vérifie I'affirmation.

- SiM > 1, alors on sait que si x=3+ VM?—1ona f(x) =M
Donc si on choisit X = 3 +M (qui est plus grand que 3+ VM2 —1), on abien que «pour tout x > X,
fx)=M».
Donc il existe au moins un X qui vérifie 'affirmation.

Dans les trois cas possibles, on a bien trouvé un X vérifiant I'affirmation « pour tout x = X, f(x) = M».
Donc au final, I'affirmation globale «VMeR,3XeR,Vx=Xona f(x)=M» est vraie.

On peut en déduire que f(x) peut étre aussi grand que 'on veut si x est assez grand.

Ainsi ¢’y «montera » aussi haut que I'on veut, sil'on regarde assez loin «a droite ».

De plus, grace a la symétrie, on sait que 4y « montera » également aussi haut que I'on veut, si 'on
regarde assez loin « a gauche ».

. On peut rajouter cette information au bout des fleches du tableau, ie en rajoutant le fait que f peut

étre aussi grand que 'on veut pour x assez grand : on écrira un +oo sur la ligne de f, sous le +co de la
ligne des x.

Par symétrie, on sait que f peut étre aussi grand que ’'on veut pour x assez grand dans les négatifs : on
écrira un +oo sur la ligne de f, sous le —oco de la ligne des x. Ainsi, on obtient le tableau de variations
complets suivants :

X —00 3 +00

+00 +00

Variations
de f \ /

1

Ces +oo rajoutés ne sont pas des images de f, mais s’appellent des limites. On dit que la limite de la fonction
f quand x tend vers +oo est +oco.  On note ceci ainsi liIP f(x)=+0co. Onaaussi lim f(x)=+oc0
X—+00 X——00

4. Deuxiéme propriété de ¢ : g(x) = f(x) - (x-3)
a. g(10) =0.071068 g(10%) = 0.000005 g(10*) =0
b. VxeR,ona:

C. Aupérin
Lycée Jules Fil

1 B 1 ><f(x)—(x—3)
f)+x-3 f+x-3 fx)—-(x-3)
fx)—(x-3)
fx)? = (x-3)?
g(x)
x2—6x+10— (x2—6x+9)
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c. f(x) devient trés grand quand x devient tres grand. C’est aussi le cas de x — 3.

d. Onsait que g(x) = Or f(x) et x —3 peuvent étre aussi grand que I'on veut, a condition que

1
fx)+x-3"
x positif soit suffisamment grand. Donc f(x) + x — 3 aussi.

On en déduit que g(x) = 3 peut étre aussi petit que I'on veut, a condition que x positif soit suff-

f)+x—

isamment grand.
On dit que la limite de la fonction g(x) quand x tend vers +oco est 0.
On note ceci ainsi xlir-il:loo gx)=0

Sur le graphique, on a représenté ¢’r. On constate que ses variations et son minimum sont conformes a ce que
I'on a démontré en 1.

On remarque également son axe de symétrie x = 3, tracé en pointillés.

Graphiquement, on voit clairement qu'’il y a une ou deux solutions a I'équation f(x) =M, pour toutM = 1.
Enfin, on a représenté les droites d’équation y=x—-3 et y =3 —x.

Attardons-nous sur la premiére. La question 4d. nous a fait montrer que g(x) = f(x) — (x — 3) pouvait étre aussi
petit que I'on voulait, a condition que x > 0 soit suffisamment grand. Graphiquement, cela signifie que I'écart
entre ¢ et la droite y = x — 3 peut étre aussi petit que I'on veut, a condition que x positif soit suffisamment
grand. C’est pourquoi on voit que la courbe en gras se rapproche de plus en plus de la droite (sans jamais la
toucher).

On dit que la droite y = x — 3 est une asymptote oblique a ¢y en +oo.

Par symétrie, 'écart entre la courbe en gras et la droite d’équation y = 3 — x devient également aussi petit que
I'on veut, a condition que x soit suffisamment grand dans les négatifs.

On dit que la droite y = 3 — x est une asymptote oblique a la courbe représentative de f en —oco.
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