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LECON 1

PolynOmes de degre 2

Au fil du temps

Nous allons étudier les polyndmes du second degré, ie de la forme ax®+bx+ ¢, ou a, b et c sont des constantes connues
(et a #0).

La représentation graphique de ce genre de fonction est une parabole, courbe que I'on retrouve dans la nature, comme
par exemple la trajectoire des jets d’eau d’une fontaine, des astres, les rebonds d’une balle de tennis, les dunes de sables
dans le désert ... Les antennes pour le cable sont également en forme de parabole, d’ou leur nom.

On a découvert les paraboles des I'antiquité, grace a Appolonius de Perga, qui étudiait les sections planes du cone. Au
yeme siécle, la pensée mathématique s'épanouit dans le moyen orient, sous I'impulsion géniale d’Al Khwarizmi. Son nom
est a la base du mot algorithme. En effet, c’est lui qui le premier s’intéressa a mettre en place une méthode générale de
résolution d’équations en fonction de leur type.

La nouveauté apportée par Al-Khwarizmi correspond a une véritable évolution des mentalités : il ne s’agit plus de résoudre
des problémes arithmétiques ou géométriques que I'on peut traduire en équations, mais de partir des équations, dont
chacune recouvre une classe infinie de problemes variés.

Il est également le premier a résoudre couramment des équations du second degré dans R. Autrement dit, Al Khwarizmi a
trouver un algorithme permettant de résoudre toutes les équations de la forme ax®>+bx+c=0, et lorsque I'on a sur un
probleme qui aboutit a une telle équation, il n'y a plus qu’a le suivre! C’est cet algorithme que nous allons découvrir.

Au XVII¢ siécle, Newton démontre que la trajectoire d’un corps seulement soumis & son poids est une parabole. A cette
époque, on sait déja résoudre depuis environ un siécle les équations du second degré dans un ensemble de nombres que
vous découvrirez, contenant R et de nouveaux nombres, appelés imaginaires (par opposition a réels) ou encore complexes.
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I) Définition

Travail de 'éléve 1. Un rectangle a pour périmetre P = 14 m et pour aire S = 12 m?. Quels sont les dimensions
de ce rectangle?

Objectifs et commentaires :

— Faire modélisation la situation aux éléves :
Poser x et y les dimensions de ce rectangle, et obtenir : x+ y=7et xy =12

— Manipuler les écritures littérales et le systéme pour aboutir & I'équation x> —7x+12 =0

— Les faire s’interroger sur les diverses maniéres de résoudre une telle équation.
Graphiquement ? Tableau de valeurs ? Calculs ?

— Dans cette activité, il se trouve que x =3 et y =4 sont solutions. On peut préférer proposer le méme exercice
avvec P =21 et S =27 pour trouver des solutions moins évidentes (4.5 et 6)

<3 s ge  ugs

Définition 1 :

On appelle polyndme du second degré  ou encore trindme toute expression pouvant s'écrire ax> + bx + ¢ ol
a, b et ¢ sont des réels avec a # 0

“("Exemples :

1. x> —4x+1 (a=1;b=—-4;c=1) 3. V2x? (@a=v2;b=0;c=0)

2. —7x*+4x (a=-7;b=4;c=0) 4. (x+1)? (a=L;b=2c=1)
~{)Contre-Exemple :

1. 3x+1 estun binbme du premier degré 3. (x+1)? — x? est un bindme du premier degré.

N

1
2. x%+2x+3 est un polynome du 3% degré . 2x%+ = nest pas un trindme du 2"%¢ degré.
x

-
@ Propriété 1 :
Soit P(x) = ax®>+ bx+cet Q(x) = a'x* + b’ x + ¢’ deux trinémes.
a=a
P et Q sont égaux si, et seulement si b="b
/
c=c

Remarque : On dit que P = Q si, et seulement si P(x) = Q(x) pour tout x € R.
A partir de cette année, on notera par le symbole V I'expression « pour tout » .
On peut donc écrire de maniére plus condensée :

P=Q < Px)=0Q(x), VxeR

&Preuve
a=ad

Supposons que{ b=1b" . Il est alors clair que P = Q.
c=c

Supposons maintenant que P = Q.
On a alors : ax’+bx+c=adx*+b'x+c, VxeR
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/Preuve (Suite)
Si I'égalité est vraie pour tout réel x, elle I'est en particulier pour x = 0.
On obtient alors que ¢ = ¢'.
L'égalité devient donc :
ax’*+bx=a'x*+b'x, VxeR

En particulier, si on choisit x =1 on obtient: a+b=a’'+b'
Si on choisit maintenant x = —1 on obtient: a—-b=a'-b'

a+b=d +b

d—b=d -1 formé par les deux conditions trouvées sur les coefficients.

On a donc le systeme {

En ajoutant membre & membre les deux lignes, on obtient: 2a=2ad < a=ad'.
En soustrayant désormais membre & membre les deux lignes, on obtient: 2b=2b"' < b=1"0.

/

a=a
DoncsiP=Qalors{ b=D0'
c=c
Au final, on a montré que :
a=a '
P=Q<{ b=V
c=c

CQFD

O Exemple :
?

1+v5
2

i S e
Soit P(x)=x"—x—-1etQ(x)=|x— X— 2 . Démontrer que P=Q

<3 s ge  ugs
Définition 2 :
Soit P(x) = ax?+ bx + ¢ un trindme. On appelle racine de P toute valeur de la variable x solution de I'équation

du second degré :
ax’*+bx+c¢=0

@“Exemples :
?

1+v5 o L™ V5
2 2
2. Vérifier que 3 est racine du trindme 2x% —5x—-3=0

sont des racines du trinéme de I'exemple précédent.

3. Trouver les racines du polynéme xX*-7=0

? Probléme :

D’'une maniére générale, comment trouver les racines du polynéme ax?+ bx + c¢? Existe-t-il un algorithme
permettant de trouver les racines de n'importe quel trinbme ?
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II) Forme canonique d’'un trinéme

Travail de Uéleve 2.
— Soit l'activité « Garder la forme» du Repere p 8 (les questions 1 et 2 peuvent étre traitées entierement
sans le professeur)
— Soit I'exercice 42 p 30 (1er exemple fait ensemble au tableau ) + 1 factorisation ot a # 1.

Objectifs et commentaires :

— Lactivité p 8 est bien pour les rappels sur les différentes écritures du trinéme, et le lien avec la courbe représen-
tative, mais peu appropriée pour la découverte de la factorisation.

— Par contre, I'exercice p 42 ne nécessite pas de rappels, mais on peut en profiter sur le 1ler exemple pour revenir
sur les avantages des trois écritures : racine(s) du trindbme, tableau de signes et tableau de variations.

A partir de maintenant, on note P(x) = ax?+ bx + c un trindme guelconque.

( )
Méthode pour transformer I'écriture de  P(x)

On factorise par a (a #0) : Px)=a

5 b c)
X+ —x+—
a a

On écrit le début de la parenthése a I'aide de deux carrés, grace a I'identité remarquable (a+b)? = a*+2ab+b?:

, b ( b)2b2

On remplace et on réduit : P(x)=a

‘ Y& -y

Définition 3 :

Cette derniére expression, de la forme a((x+ a)? + ,6) s’appelle la forme canonique du trindme P.
On appelle discriminant du trinbme, le nombre réel noté A, défini par :

A=b%*-4ac

On peut alors écrire :

ool =
ax“+bx+c=al|lx+—| ——
2a) 4a?

Remarque : Les intéréts de cette écriture sont nombreux :

— Factoriser le trinbme lorsque ce sera possible (on pourra alors dire si le polynbme possede ou non des racines,
et lesquelles, ainsi que connaitre son signe)

— Dresser le tableau de variations de la fonction définie par f(x) = ax®+ bx + ¢ et tracer sa représentation
graphique avec précision.

O Exemple :
?

« Canoniser » le trinéme x? —7x + 12. Le factoriser si c’est possible.
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Exercices du livre :
Repeéres : 42 a 46 p 30 (mettre sous forme canonique des trinbmes, les factoriser si possible)
+ 58 p 32 (systéme 3 x 3 pour trouver I'expression d’un trindbme)
+ 66 p 34 (quelques propriétés sur les coefficients d’un trinéme)

III) Factorisation d’un trindbme et résolution de 'équation P(x) =0

( ; )2 y )

xX+—| —
2a 4a?

1. Si A <0, cette expression ne se factorise pas dans R (voir I'activité pour le raisonnement, question 3b.)
Dans ce cas, I'équation résoudre ax?+ bx + ¢ = 0 revient a résoudre

z2) -2 e T
alfx+—| ~——S5|=0 =[x+ —| ——5=0= [x+—]| =—
2a) 4a? 4 2a

a? 4a?
Comme A < 0 on voit clairement que I'équation ax*+bx+c=0na pas de solution.

[z

Dans ce cas, I'équation résoudre ax?+ bx + ¢ = 0 revient a résoudre

Onavu que : ax’*+bx+c=a

2. Si A=0, on a alors I'expression factorisée : ax*+bx+c=a

2 b b
Xt—| =0 = x+—=0—= x=——
2a 2a 2a

b
L'équation ax?+ bx + ¢ = 0 posseéde alors une solution réelle (dite double) x = ~3a°
a
3. Enfin si A > 0, on peut utiliser 'identité remarquable a® — b? = (a— b)(a + b). On obtient alors :

o) ) 5

(Hb‘ﬂ)(ﬁ’“ﬂ)

ax’+bx+c

2a 2a

Dans ce cas, I'équation résoudre ax?+ bx + ¢ = 0 revient a résoudre :

b—\/K)( b+\/3)
+ X+ =0

ax*+bx+c=0 < (x

2a 2a
-b+VA -b—-VA
= xXx=— ou X=———
2a 2a
A ) . , ) -b+vVA -b-VA
Léquation ax” + bx + ¢ = 0 posséde alors deux solutions réelles x| = g et xo = “2a
a a
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@ Proposition 1 :
Soit A = b% — 4ac le discriminant d’un trindme ax? + bx + c.

— Si A <0 letrinbme ne se factorise pas dans R.
b 2

x+ _)
2a

— SiA>0alors ax?+bx+c=a(x—x;)(x—x2) ol x] et x, sont les racines du trindme

@Preuve

¢ Voir ci-dessus

— SiA=0alors ax’+bx+c=a

4% Théoréme 1 :

1. Si A<0:I'’équation n'a pas de solution réelle

b
2. Si A =0:TI'équation a une solution xy = ~%a
a

3. Si A>0:I'équation a deux solutions réelles :

Sh/ -b+vVA
X1=—— et xp=——
2a 2a

@Preuve

¢ Voir ci-dessus

Remarques :

— Les formules obtenues pour A >0 s'étendenta A =0

— Si les coefficients a et ¢ sont de signes opposés, alors le trinbme admet deux racines; en effet, dans ce cas
A=b*-4ac>0

'@"Exemple :
Résoudre dans R les équations suivantes :
1. x>—4x+4=0 3. 5x2+6x+2=0 5. x*-2x=0
2. 6x>+x+1=0 4. Répondre au probléme initial 6. x>-5=0

/" Exercices du livre :

Repéres : 37 a 41 p 30 (calculs simples du discriminant)

+ 49-50 p 31 + 59 p 32 (discussion avec parametres)

+ 56 p 32 (trouver I'expression d’un trinbme a partir de sa courbe représentative)
+ 68-69-71 p 34 (liens entre les racines d’un polynémes)

IV) Signe d’'un trindme
On cherche a connaitre le signe d’un trindbme P(x) = ax®+ bx + ¢ suivant les valeurs de x.

1. Si A <0, on utilise la forme canonique. On sait que :
Px)=a

T
X+—| —-—
2a 4a?
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Comme A est négatif, I'expression entre crochets est positive, le signe de P(x) est donc le méme que celui de
a.

2. SiA=0,ona:
b 2
P(x):a(x+—)
2a

Le signe de P(x) est donc le méme que celui de a.

3. Si A >0 alors en notant x; et x, ses racines, telles que x; < xp,ona:
P(x)=ax’+bx+c=alx— x1)(x —x2)

Etablissons le tableau de signe :

X —00 X1 X +00
X=X - 0 + +
X=X - - 0 +
(x—x1)(x = x2) + 0 - 0 +
P(x) Signedea (0 Opposédea 0 Signede a

v z \

&% Théoréme 2 :

Le trindme ax?+ bx + c est toujours du signe de a sauf entre les racines lorsqu’elles existent. En particulier,
lorsque A <0, le trinbme est de signe constant.

@ Preuve

¢ Cf ci-dessus

'\@" Exemple :

Résoudre l'inéquation x> —4x+1<0

Exercices du livre :
72-73 p 35 (lien expression/courbe/signe)
+ 75 p 36 (signe d’un trindbme)
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V) Représentation graphique d’'une fonction polynéme de degré 2

‘ 7 e e
Définition 4 :
On appelle fonction polyndme du second degré  toute fonction f, définie sur R, pouvant se ramener a la

forme :
flx) = ax®>+bx+c ol a, b et ¢ sont des réels avec a # 0

@\r Théoréme 3 :

Dans un repére (O; i, f), la représentation graphique d'une fonction polyndme du second degré est une
parabole . Elle est tournée vers le haut si a > 0 et vers le bas si a < 0.
Son axe de symétrie est la droite verticale d’équation x = %4
b A
Son sommet est le point S de coordonnées S |——;——
2a 4a

/Preuve partielle
D’apres la forme canonique I'équation de la courbe s’écrit encore :

ce qui s'écrit encore Y = aX? dans le repére o Y = y+ 4A et X =x+ 23 Ceci est donc I'équation d’'une
parabole. a a

Le signe de a conditionne donc l'orientation de cette parabole.

La forme canonique nous permet aussi de lire les coordonnées de S.

b
La courbe représentative d'une fonction dans un repére orthogonal admet I'axe de symétrie vertical x = ~a Si
a

et seulement si pour tout € R on a f(—% + h) = f(—% - h)

Or,YheRona:
2
f(—£+h) = ( )+b —£+h)+c f(—ﬁ—h) = a(—ﬁ—h) +b(—£—h)+c
2a 2a 2a 2a 2a
b b* b b
= ( —2—h+h2)——+bh+c = a(—+2—h+h2)———bh+c
2 et 4a> 2a 2a
2 b2 b2 b2
- P hvan- T iphae = —+bh+ah®~ ——bh+c
4a 2a 4a 2a
2 2 2 2
= b—+ah2—b—+c = b—+ah2—b—+c
a b 2a b 4a 2a
Donc Yh € R on a bien f ——+h):f(———h).
2a 2a

D’ou I'axe de symétrie vertical x = “9a est un axe de symétrie de la courbe représentative de la fonction f(x).
a

Exercices du livre :
51 a 55 p 31 (lien expression/courbe/signe)
+ 63 p 33 (choix de méthode pour trouver I'extremum)
+ 74 p 36 (signe a partir de la symétrie de la courbe)
Approfondissement : 67 p 34 (résolutions d’équations avec racines carrés, penser aux ensemble de définition!!)
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Résumé : P(x) = ax®>+bx+c avec a #0 A =b?-4ac
A Factorisation Racines Signe de P(x) Parabole
a>0
Deux racines :
X2
X -0 X1 X2 +00
_—b- VA \\b/
A>0 | alx—x1)(x—x2) X1 = 2a S(——;A)
Signe de . . : 2a 4a?
p Signede a 0 Opposédea 0 Signede a
xg:—_b-'_\/K ) N\ ®
2a
a<0
a>0 \ /
. X —00 Xo +00
Une racine :
A=0 a(x — xo)? S(_ﬁ.i)
. ’ 2
_ __b Signe de Signede a 0 Signede a 2a da
Xo = ) P(x)
a
a<0 /\
a>0 \\/
X —00 +00
pas Aucune b A
A<O de racine _ (—g? @)
factorisation réelle S'i’:(ex)de Signe de a

a<0

p
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VI) Algorithmie et programmation

P
Un peu d’histoire

Dans I'antiquité, les mathématiques sont utilisées pour les besoins quotidiens, tels que des calculs d’aires de
champs, d’impéts lors des crues du Nil, de constructions. Elles servent aussi a résoudre des problémes dans
lesquels figure une (ou plusieurs) quantité inconnue a trouver.

Vers 1800-1500 avant JC, les Babyloniens savent déja résoudre des équations du 1¢” et du ond degré. On
parle de "chose” a trouver et on suit un discours logique phrasé (peu clair pour nous aujourd’hui) pour arriver a
une solution.

Ce n’est qu’au VIII¢ siécle, avec l'introduction de la numération positionnelle, des chiffres arabes et du zéro, que
la théorie générale prend place peu a peu. Le point de départ est de désigner dans des calculs I'inconnue par
un symbole (aujourd’hui souvent la lettre x) puis de mettre en équation les problémes.

Rapidement, on comprend l'intérét d’'une telle méthode. C’est Al-Khawarizmi qui le premier s’intéresse a cela
et classifie les différents types d’équations, afin que dans chaque probléme, on n’ait plus qu’a reconnaitre le
type d’équation et suivre la méthode générale appropriée, menant a la solution. Le mot algorithme découle de
son nom et désigne aujourd’hui une procédure a suivre, a partir d’'un élément donné, pour arr iver a une
solution unique

Jusqgu'au début du XIX¢, trouver des algorithmes de résolutions d’équations constituent la préoccupation
principale des algébristes. Ils développent la notation symbolique et la conventionnent : au XVI¢ Viete sépare
I'alphabet en deux, le début désignant plutét les paramétres, la fin les inconnues, ce qui est encore utilisé de
nos jours. On catégorise les équations suivants leurs parametres, leur degré et leur nombre d’inconnues, afin
de généraliser le plus possible leur résolution.Parallélement, la notion de fonction prend forme.

Les équations de degré 3 sont résolues par les italiens Tartaglia et Cardan au XVI¢ siécle, et celles de degré 4
par I'éléve de ce dernier, Ferrari. Lhistoire des formules de résolution s’arréte Ia, car le francais Evariste Galois
(1811-1832) montre au XIX¢ gu'il est impossible de trouver des formules de résolution pour les équations de
degré supérieur ou égal a 5.

~

Définition 5 :

| Un algorithme est une suite d'instructions, qui, une fois exécutée correctement, conduit a un unique résultat.

'\@"Exemples :
Indiquer un itinéraire allant d’un lieu a un autre, télécharger un ficher, compresser des données, les jeux vidéos,
les feux tricolores, les lumiéres de la tour Eifel, le pilote automatique des avions, la cryptographie ...
En mathématiques, vous connaissez déja I'algorithme d’Euclide qui permet de trouver le pgcd de deux nombres
entiers positifs.
Les Babyloniens suivaient un algorithme trés performant pour trouver une valeur approchée de la racine carré
d’'un nombre.

Remarques :

— Pour fonctionner, un algorithme doit contenir uniqguement des instructions compréhensibles par celui qui devra
I'exécuter

— En mathématiques, les algorithmes consistent par exemple en des suites d’opérations a effectuer (pour les fonc-
tions notamment), ou des suites de manipulations a faire (pour construire une figure géométrique).
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'@"Exemple : Vocabulaire, démarche et rédaction

On souhaite un algorithme qui donne le type d’extremum d’une fonction f définie sur R par f(x) = ax’+bx+c,
sa valeur approchée et quand il est atteint.

1. Détermination des variables : analyse préliminaire

a. Quelles sont les informations initiales dont nous avons besoin ?
On les appelle les entrées de I'algorithme.

b. Quelle condition avons-nous sur I'une de ces entrées ?

c. Que doit-on calculer?
On prendra I'habitude de faire afficher le(s) résultat(s) de I'algorithme, que I'on appelle sortie(s).
Lensemble des données de I'algorithme pouvant variées (entrées-sorties) sont les variables.

2. Rédaction du processus francais : I'algorithme
On commence toujours un algorithme en énoncant les variables mises en jeu (désignées par des lettres), et en
précisant leur nature (nombre, mot ...)
Saisir une donnée permet a l'utilisateur d’attribuer une valeur a une variable (ce sont les entrées).

Lorsque la donnée remplie par I'utilisateur ne remplit pas I'une des conditions initiales, il faut lui redemander.

On utilisera la boucle « Tant que »

nécessaires.

Affecter a une donnée une certaine valeur permet d’attribuer une valeur a une variable.

pour le faire jusqu'a ce que la donnée satisfasse toutes les conditions

Afficher permet a l'utilisateur de voir un texte entre guillemets ou la valeur d’'une variable a I'écran.
La boucle Si sert a différencier des cas.
Compléter 'algorithme suivant :

@ Algorithme 1 : Extremum d’un trinéme

Entrées

Début

rerey eeey eeney eeeey oo SONT des nombres réels
Saisir ....
Tant que ( ......... ) Faire
Aficher "BITEUT : ...c..ooovviieiiiieeieeee e "
Saisir ....
Fin Tant que
Saisir ........ et........
Affectera........ lavaleur.....
Affectera........ lavaleur.....
Si(...... ) Alors
| Afficher "La fonction f admet pour ............ "
Sinon
| Afficher "La fonction f admet pour ............ "
Fin Si
Afficher ...... "atteinten " ......

3. La programmation : sur Algobox et sur Tl
Trouver comment programmer cet algorithme sur Algobox et sur votre calculatrice (ie avec le vocabulaire adapté

au support) .
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Chapitre 1 wicky-math.fr.nf Polyndmes de degré 2

@7 Exercice 1 :

Ecrire un algorithme qui donne la valeur du A d'une fonction f définie sur R par f(x) = ax®+ bx + c, ainsi que
son nombre de racines éventuelles et leurs valeurs.
Le programmer sur votre calculatrice.
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