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I) Géométrie

I-1 Nombres Complexes

Remarques :

— Pour les ROC sur les nombres conjugués, utiliser les écritures algébriques est souvent une bonne
méthode.

— Pour les ROC sur les interprétations géométriques, cela s’avérent en général inutile et compliqué.

e w
@ Formules sur le conjugué
Prérequis
Soit z un nombre complexe tel que z = a + bi ou1 a et b sont deux nombre réels.
On note z, le nombre complexe défini par z = a — bi.
Questions
1. Démontrer que, pour tous nombres complexes z et z/, z x 2/ =Z x z'.
2. Démontrer que, pour tout entier naturel 7 non nul, et tout nombre complexe z, z" = (z)".
.
/ Preuve
1. Idée: Calculer séparément, en notation algébrique, les deux membres de I’égalité.
Notons z=a+ibetz' = c+id avec a, b, ¢ et d quatre réels. Alors :
zxz'=(a+ib)(c+id)=ac—-bd+i(bc+ad)=ac+bd-i(bc+ad)
D’autre part,
zxz'=(a—-ib)(c—id)=ac—-bd—-i(bc+ ad)
Donconabienzxz =Zx z'.
2. Idée : Faire une récurrence.
Initialisation : Pour 7 = 1, il est évident que Zl=%= (z) L
Remarque : on vient égalément de démontrer que la propriété pour n = 2.
Hérédité : Supposons qu'il existe un n = 1 tel que z” = (E)n, on a alors :
——— =5~ (\n_—_ (n+l
Zn+1 =zl x z=z0xZ = (Z)n X zZ= (z)n+
La propriété est héréditaire et initialisée.
Conclusion : Pour tout n>1ona z" = (z)".
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Nature d’'un nombre complexe et module
1. Démontrer qu'un nombre complexe z est imaginaire pur si et seulement si z = —z.

2. Démontrer qu'un nombre complexe z est réel si et seulement si z = z.

3. Démontrer que pour tout nombre complexe z, on a I'égalité : zZ = |z|2.

/ Preuve
1. et 2. Idées:
— Calculer en notation algébrique z +z et z —z.
— Traduire sur 'expression algébrique le fait que z soit imaginaire pur ou réel.
Remarque : Limplication est évidente et pourrrait se faire sans la deuxieme idée, mais la dé-
marche présentée ici permet de montrer l'équivalence demandeée.

Notons z = a+ib avec a et b deux réels. Ainsi :
z+z=a+ib+a—-ib=2a et z—z=a+ib-(a—-ib)=2ib
On en déduit immédiatement que :
zestimaginaire pur <= a=0<=z4+z=0<=2z=-2
zestréel <= b=0<=2z-2=0<2z2=2
3. Idée: Utiliser les notations algébriques.

zz=(a+ib)(a-ib)=a’-iab+iab-i’b=a*+b* = |z*
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g
Formules sur le module

Démontrer que :
e pour tous nombres complexes z; et zp, |z; x 22| =|z1] x |22].

e pour tout nombre complexe z non nul, |—| = =R
z| |z

g

Prérequis : le module d’un nombre complexe z, noté |z|, vérifie |z|*> = zz o0iL Z est le conjugué de z.

@ Preuve

1
Idée : aucune, on applique le prérequis a z,z, eta —.
z

— Soient z; et zp deux nombres complexes. On a

lz1 x 2212 = z120 %7122 d’apres le prérequis

= 2121 X 2223

22
|z11%| 22|

Comme le module d’'un nombre complexe est positif, on a |z; z2| = |21 22].
— Soit z un nombre complexe. On a

12

z

X

d’apres le prérequis
11 ( 1 )2
zz  lz#

Comme le module d’'un nombre complexe est positif, on a

I
X
Nl = n =
|
|
|

N= N~

z‘_|z|'
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p
Interprétation de 'argument d’un quotient
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (0; %, V).
On prend comme prérequis les résultats suivants :
- si z et Z’ sont deux nombres complexes non nuls, alors : arg(zz') = arg(z) + arg(z’) a 2kn pres, avec
k entier relatif;
— pour tout vecteur i non nul d’affixe z, on a : arg(z) = (i; i) a 2kn pres, avec k entier relatif.

1. Soit z et z’ des nombres complexes non nuls, démontrer que :

arg(g) = arg(z) —arg(z’) a 2kn pres, avec k entier relatif.

2. Démontrer que si A, B et C sont trois points du plan, deux a deux distincts, d’affixes respectives
a, b, c,ona

(A—l_é, A_é) = arg(%) [27]

\
/ Preuve
1. Idées: .
z
— Ecrire s z x = pour appliquer le premier prérequis.
1
- Appliquer ce résultat quand z = z’' pour démontrer arg (—) = —arg(z) [2n].
z
D’apres le premier prérequis, pour tous z, z’ ona:
z 1 1
arg(;) = arg(z X ;) =arg(z) + arg(;) [27]
En particulier, si z = Z ona:
ar (E) = arg(z)+ar 1) [27]
g 2 g g 2
1
< arg(l) = arg(z)+arg —) [27]
z
. 1
Comme arg(1) = 0 [27], on vient de montrer que pour tout zon a: arg (—) =—arg(z) [27]
z
Finalement, en revenant a notre premiére égalité pour tous z, z’, on a:
AN -
arg(;) = arg(z) —arg(z') [2m]
2. Idées: .
— Introduire ii dans (AB, AC) grice a la relation de Chasles pour appliquer le deuxiéme
prérequis.
— Utiliser ce que 'on a démontré en 1.
(ﬁ, Ié) = (ﬁ,?[) + (TZ,A_C') (Chasles)
= -(%4B)+ (7 4c)
= -—arg (ZE) +arg (zA—é) (deuxieme prérequis)
= -—arg(b—a)+arg(c—a) =arg (%) [27] (d’apresle 1.)
—-a
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-
Formules sur le module et 'argument

Prérequis : On rappelle les deux résultats suivants :

i. Si z est un nombre complexe non nul, on a I'’équivalence suivante :

|Z| = r z = r(cosO+isinf)
argz = 0 [27] r > 0
ii. Pour tous nombresrels aet b :
cos(a+b) = cosacosb-sinasinb
sinfa+b) = sinacosb+sinbcosa

Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls. Démontrer les relations :

|z2'| = |2l |Z| et  arg(zz) =arg(z) +arg(<') [27]

- Calculer zZz' en notation trigonométrique
- Utiliser le deuxiéme prérequis pour en déduire le module et 'argument de ce nombre.

Remarque : on peut aussi revenir aux écritures algébriques, mais c’est plus lourd, ou encore utiliser la
formule|z|* = zZ appliquée i zz'.

D’apres le premier prérequis, on peut écrire z = r(cosf + i sinf) et 2’ = r’(cos 6’ + i sinf’), alors
zZ' = rr'[(cosOcosf —sinBsinO’) + i(sinf cosO’ + cosHsinf’)]
D’apres le deuxieme prérequis, on a alors :
zZ' =rr'(cos(@+60") +isin@+0")
Ainsi, nous arrivons aux résultats :

|zZ'| = rr' =zl|Z| et arg(zz) =0+0' = arg(z) +arg(z) [27]
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g

P
Ecriture complexe de la rotation

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (0; %, V).
Pour M # Q, on rappelle que le point M’ est]'image du point M par la rotation r de centre Q et d’angle
de mesure 0 si et seulement si :

QM (1)
0az2kmpres(kez) (2)

oM’
{ (v

1. Soient z, Z’' et w les affixes respectives des points M, M’ et Q.
Traduire les relations (1) et (2) en termes de modules et d’arguments.

2. En déduire I'expression de z' en fonction de z, 6 et w

@ Preuve

1. Idée: aucune, il suffit de connaitre ses formules

Larelation (1) se traduit par |z’ —w| = |z — w|.

. . Z—w
Larelation (2) se traduit par : arg =0 [2n].

!

z
2. Idée : En déduire sous forme exponentielle.

Remarque : Attention a bien répondre a la question posée : on veut z' en fonction de z, 0 et w.

Z-w| 17 -wl Z—w
Ona = = De plus, arg =0 [2n].
zZ-w |z —w| Z—w
Z-w . -0
Donc le nombre complexe peut s’écrire : =e'.
zZ—w zZ—w
On en déduit alors que: z' -w=e%(z-w),
Ce qui équivaut a : Z=elz-w+w.
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Ecriture complexe de la rotation
On suppose connus les résultats suivants :

1. Dans le plan complexe, on donne par leurs affixes z4, zp et z¢ trois points A, B et C.

Zp— 2z CB Zp—2 — —
Alors |[ZB—2C1 - =22 ot arg(u) = (CA, CB) 2n).
ZA—ZC CA ZA—ZC
2. Soit z un nombre complexe et soit § un réel :

z=e si et seulement si |z| = 1 et arg(z) = 6 + 2k, o1 k est un entier relatif.

formation du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que

7 —w=e%z-w).

Démonstration de cours : démontrer que la rotation r d’angle «a et de centre Q d’affixe w est la trans-

(.
@ Preuve
Idées:
— Rappeler les propriétés de la rotation.
!
7 —
— En déduire sous forme exponentielle.
zZ—w
On sait que si M’ est 'image de M par la rotation r, alors :
, QM |z — w| Z —w
OM=QM <— =1l = =1
QM |z — w| zZ—w
De plus on sait que :
i Z-w
(oM, OM) =0 @n) = arg =0 (@n)
zZ—w
!
z Z - w 2 .
Par conséquent le nombre complexe a pour module 1 et pour argument 6, on peut donc écrire,
en utilisant la forme exponentielle, que :
/
@ _ 0
-w
On en déduit alors que : 2’ —w = /% (z - w)
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I-2 Espace (Produit Scalaire et Barycentre)

( )
Equation d’une sphere de centre et de rayon donnés

Soit . la sphere de centre Q(xy; yo; 20) et de rayon r, démontrer que . admet une équation de la

forme:
(= x0)* +(y = yo)* + (2= 20)° = 1
.
/ Preuve
Idée : aucune, il suffit de traduire 'appartenance d’un point M a . en termes de distance, puis de
coordonnées.

M(x;y;z) €Y —=QM’ =1’ = (x—xo)z+(y—y0)2+(z—zo)2 =r?

-
Equation cartésienne d’un plan
On considere I'espace muni d’'un repére orthonormal (O; 7, f, k).
Montrer I'équation cartésienne d’'un plan dont on connait un vecteur normal 7i(a; b; ¢) et un point
A(x0; y0; o) est de la forme :
ax+by+cz+d=0

\
/ Preuve
Idées:
- Remarquer qu'un point M appartient a & si et seulement si AM -7i = 0,
- Traduire cela en termes de coordonnées.
Remarque : Trouver une équation d’'un objet signifie trouver une condition nécessaire et suffisante sous
forme d’'une égalité, sur les coordonnées d'un point pour qu'il y appartienne.
Pour tout point M del'espaceona:
M(x;y;2)eP < AM-n=0
— alx—xg)+b(y—yp)+clz—29)=0
< ax+by+cz—axy—byy—czp=0
En posant d = —axy — byy — czp on obtient que
M(x,y,2)€ & < ax+by+cz+d=0
C. Aupérin Terminale S 9/ 26
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Lieu géométrique
On considere trois points A, B et C de I'espace et trois réels a, b et ¢ de somme non nulle.
Démontrer que, pour tout réel k strictement positif, I'ensemble des points M de I'espace tels que
I aMA +bMB +cMC | = k est une sphere dont le centre est le barycentre des points A, B et C affectés
des coefficients respectifs a, b et c.

/ Preuve
Idée : aucune, il suffit d’introduire le barycentre suggéré

Soit G le barycentre des poitns (4, a), (B, b) et (C, ¢) (il exsite car a+ b+ ¢ # 0.
Alors

laMA + bMB +cMC |

||a(m+ﬁ)+b(m+§)+c(m+m) I
||(a+b+c)m+aa+bﬁ+cﬁll

l(a+ b+ c)]\TG> | car G est le barycentre de (A4,a), (B,b), (C,c)
(a+b+c)MG

Ainsi, 'ensemble des points M tels que IIam +bMB +cMC | = k est 'ensemble des points M situé

k
ala distance P de G (ceciexistecar a+ b+ c #0.

a+b+c
Il s’agit de la sphére de centre G et de rayon ———.
a+b+c
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p
Distance d’un point a un plan

Soit a, b, c et d des réels tels que (a, b, c) # (0, 0, 0). Soit £ le plan d’équation ax+ by +cz+d =0.

On considere le point I de coordonnées (xl, V1, zl) et le vecteur ; de coordonnées (a, b, c).

|ax1 + by, +cz + d|

va?+ b? + c?

Le but de cette partie est de démontrer que la distance de I au plan 22 est égale a

1. Soit A la droite passant par [ et orthogonale au plan £2.
Déterminer, en fonction de a, b, ¢, x1, y; et z1, un systeme d’équations paramétriques de A.

2. Onnote H le point d’intersection de A et 22.
a. Justifier qu’il existe un réel k tel que IH =kn.

b. Déterminer I'expression de k en fonction de a, b, c, d, x1, y; et z;.

|ax1+by1+cz1+d|

va?+b?+c?

c. En déduire que IH =

/ Preuve
1. Idées:
— Expliquer pourquoi un point M € A si et seulement s’il existe 7€ R tel que IM=tn ,
- Traduire cela en termes de coordonnées.

On sait que n est un vecteur normal au plan P, donc n est un vecteur directeur de A.
Ainsi un point M(x; y; z) € A sietseulements’il existe te€R telque IM =tn .
En termes de coordonnées, cela donne :

=
Il

txa xr+at
txbh <<y = yi+bt
zZr+ct

X—Xr
y=JI
Z2—2Zy = [I[XcC

N
|

X = xj+at
Une équation paramétrique de la droite A estdonc{ y = y;+bt (teR) .
zZ = zj+ct

2. Hestun point de A, donc il vérifie lui aussi la relation de colinéarité :
IH =kn, avec ke R.
3. Idée: Traduire H = A N % par un systeme d’inconnue k a résoudre.

Xg=Xx;+ak
yHZy]+bk
zg=2zr+ck
axg+byg+czp+d=0

H=AnZ? donc ses coordonnées vérfient

On en déduit que : a(xi+ak)+b(y;+bk)+c(zi+ck)+d=0
= k(a®+b*+c*)+ax;+by+czi+d=0
axj+byr+czr+d

s (car a, b et ¢ ne sont pas simultanément nuls)
a‘*+b*+c

— k=-

4. D’apresle2a.,ona:

— axj+byr+czr+d ax;+byr+czr+d
1= i = by e d] e i by e+ d]
@+ bite N
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( )
Distance d’un point a un plan

Soit A le point de coordonnées (x4; y4;24) et & le plan d’équation ax+by+cz+d=0o0ua, betc

sont des réels qui ne sont pas tous nuls. Montrer que la distance du point A au plan & est donné par :

|axa+bya+cza+d|

d(A;P) =
va?+b?+c?
g
/ Preuve
Idées:
- Introduire le projeté orthogonal H de A sur &, ainsi qu'un vecteur normal n de &.
— Calculer ‘AH ) | de deux manieres différentes :

¢ Enremarquant que AH et n sont colinéaires.

* Enremarquant que les coordonnées de H vérifient 'équation de Z.
Remarque : on peut aussi refaire la démonstration précédente a partir du 2.
Notons H(xf; yi; zx) le projeté orthogonal de A sur P.

Nous savons que le vecteur 7i(a; b; ¢) est normal a P.
Donc les vecteurs 7i et AH sont colinéaires.
Autrement dit, il existe un réel ¢ tel que :
AH=1tn
Par conséquent
|AH-ﬁ| = |AH x|[n||xcos (AH , 7 )|= AH x [l
—_—
+1
De plus, He P doncona
axg+byg+czy+d=0 < axyg+bygy+czy=-d
Ce qui entraine :
|AH' il = |a(xp—2x4)+byn)—ya)+clzy —z4)|

= |axg+ byH+ CZg—XA— YA~ zal

= |-d—-axps—bys—czal

= laxa+byas+cza+d|
Aufinal :

AH x ||hl| = |axA+ byA+czA+d|
|axa+bya+cza+d| |axa+bya+cza+d|
< AH = — =
172l vVa?+b%+c?
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II)

Analyse

II-1 Suites

p
Convergence de deux suites adjacentes

~

Démontrer a I'aide de la définition et des deux propriétés ci-dessous que si (u,) et (v,) sont deux
suites adjacentes, alors elles sont convergentes et elles ont la méme limite.

D¢éfinition : Deux suites sont adjacentes lorsque I'une est croissante, I'autre est décroissante et la
différence des deux converge vers 0.

Propriété : Si deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes avec (u,) croissante et (v,) décroissante alors
pour tout entier naturel n, v, = u,.

Propriété : Toute suite croissante et majorée converge ; toute suite décroissante et minorée converge.

/ Preuve
Idées:
— Remarquer que pour tout nona i < u, < v, < vy pour utiliser la deuxiéme propriété.
— Etudier la limite de la différence.

On considere deux suites (u,) et (v,) adjacentes, avec (u,) croissante et (v,) décroissante.
La premiere propriété implique que pourtoutnona: ug<uy,< vV, < Vp.

Ainsi, (u#;) est une suite croissante majorée par vy : elle converge vers un réel [.
De méme, (v,) est une suite décroissante et minorée par uy : elle converge vers un certain réel ['.

Par conséquent liIP (v — uy) = I'— 1. Mais d’apres la définition donnée, on a liIP (vp—uy) =0.
n—+o00 n—+o00

Par unicité de la limite, on trouve ['—1=0 < ['=1.
Donc les suites convergent vers la méme limite.

Divergence vers +oo d’une suite croissante non majorée

Prérequis : définition d'une suite tendant vers plus 'infini.

« une suite tend vers +oo si, pour tout réel A, tous les termes de la suite sont, a partir d'un certain rang,
supérieurs a A».

Démontrer le théoréme suivant : une suite croissante non majorée tend vers +oo.

/ Preuve
Remarque : il s'agit de montrer que lorsqu'une suite est croissante et non majorée, pour n'importe quel
nombre, on peut trouver un rang a partir duquel tous les termes de la suite sont supérieurs a ce nombre.

Idées :

— Poser A un nombre quelconque.

— Traduire la non majoration de (u,) par rapport a ce A, puis sa croissance,
— Conclure grace ala définition.

Soit A un nombre réel quelconque et (¢,,) une suite croissante non majorée.

Puisque (u,,) n'est pas majorée, il existe un certain entier, disons N, telque: uy=A
Puisque (u,) est croissante, alors pourtout n = Nona: u,=uy=A.

Ainsi pour tout réel A, tous les termes de (u,) sont, a partir d'un certain rang N, supérieurs a A.
Par définition, nous pouvons conclure que (#,) tend vers +oco.
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II-2 Exponentielle

-
Solutions de 'équation différentielle y' = ay, oita € R

On suppose connu le résultat suivant :

La fonction x — e* est 'unique fonction ¢ dérivable sur R telle que ¢’ = ¢, et ¢(0) = 1.

Soit a un réel donné.

1. Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = e%* est solution de I'équation y' = ay.

2. Soit g une solution de I'équation y’ = ay. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = g(x)e™ 4.

Montrer que h est une fonction constante.

3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation y' = ay.

g

@ Preuve

1. Idée: aucune, il suffit de comparer f’(x) et af(x).

Pourtout xeR,on a
f'(x)=ae* =af(x)

Par conséquent f est solution de I'équation y' = ay.

2. Idée : Montrer que pour tout x € R, on a //(x) = 0 en utilisant la définition de g.

Pourtout xeR,ona:

ax ax
)

Hix) = gxe ™+gx) x(—ae”
= ¢ (g0 -ag)
= e %0 car g est solution de y' = ay
0

(dérivée du produit de g(x) etde e~

Par conséquent, h est une fonction constante.

3. Idée: aucune, il suffit de conclure.

D’apres la question précédente si g est une solution de y' = ay alors, pour tout x € R :
gx)e ™ =K < g(x) = Ke**

Les solutions de I'équation y' = ay avec a un réel donné sont donc les fonctions de la forme
x— Ke®™ ol KeR.
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( )
Solution de I'équation différentielle y' = ay + b

On utilisera le résultat suivant : les solutions de I'équation différentielle y' = ay ot a € R sont les

fonctions g définies sur R par g(x) = Ke** ou K € R.

Le but de cette partie est de déterminer les solutions de I'équation différentielle (E) y' = ay + b ou

acR*etbeR.

. . e b .
1. Démontrer que la fonction u définie sur R par u(x) = —— est une solution de (E).
a

2. Soit f une fonction définie et dérivable sur R. Démontrer |'équivalence suivante : f est solution
de (E) < f — u est solution de I'équation différentielle y' = ay.

3. En déduire toutes les solutions de I'équation différentielle (E).

@ Preuve

1. Idée: aucune, il suffit de calculer séparemment u'(x) et au(x) + b.

g

b
PourtoutxeR,ona u'(x)=0 et au(x)+b=ax (——)+b:0.
a
Par conséquent u est solution de I'équation y' = ay + b.

2. Idée : Procéder par équivalences et utiliser le fait que ' = au + b.

f est solution de (E) f'=af+b

fl-u'=af+b-u

(f-w'=af+b-(au+b) puisqueu’ =au+b
(f-w'=a(f-uw

f — u est solution de I'équation différentielle y' = ay

[

3. Idée: aucune, il suffit d’appliquer le prérequis pour trouver I'expression de f — u puis de f.
festsolutionde y'=ay+b <= f—uestsolution del'équation différentielle y' = ay
— (f-uw(x)=Ke* ot K € Rd’apres le prérequis
b
— f(x):Ke“x+u(x):Ke“x—2

b
Les solutions de (E) sont donc les fonctions de la forme x — Ke?* — — ou K € R.
a
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p
Equation différentielle

PRE-REQUIS :

Les solutions de 'équation différentielle y' = —1y sont les fonctions x — Ce™* o1 C est une con-
stante réelle.

Le but de cette question est de démontrer |'existence et 'unicité de la solution z de I'équation dif-
férentielle (E’y) :

z'=—(Az+1) telle que z(0) = 1

1
1. Montrer que la fonction f définie sur Rpar f(x) = 7 estsolutionde z'=-(Az+1).

2. Montrer que z est solution de z' = —(Az + 1) est équivalent a z — f est solution de 1'équation
différentielle y' = —1y.

3. En déduire 'ensemble des solutions z de I'équation différentielle z’ = —(1z + 1).

4. En déduire 'existence et 'unicité de la solution de (E’) dont on donnera I'expression z

\
/ Preuve
1. Idée: aucune, il suffit de calculer séparemment f'(x) et —(A1f(x) + 1).
-1
Pourtout xe Rona f'(x)=0 et —(/lf(x)+1):—()tx7+l)=0.
Par conséquent, f'=—(A1f +1) et f est solution de z’ = —(Az +1).
2. Idée: Procéder par équivalences et utiliser le fait que /' = —(1f +1).
zestsolutionde z = —-1z+1) < 2z =—-Az+1)
— Z-fl=-Az+1)-f'
— (z-f)'=-Az+1)-[-(Af+1)]  puisquef =—(Af +1)
= (z—f)=-Az—1+Af+1
— (@z-N=-Mz-))
< z- f estsolution de I'équation différentielle y' = -1y
3. Idée: aucune, il suffit d’appliquer le prérequis pour trouver I'expression de z — f puis de z.
zestsolutionde z' = -(Az+1) <= z- f estsolution del'équation différentielle y' = -1y
== (z-fHix) = Ce ™ ouCeR d’apres le prérequis
1
— z(x)=Ce M +fx)= Ce ™M — 1
1
Les solutions de z’' = —(Az + 1) sont donc les fonctions de la forme x — Ce 4 — 1 ouCeR.
4. Idée: Trouver z; en utilisant sa forme générale et la condition initiale.
1
L éventuelle solution z de (E’y) est donc de la forme x — Ce ¥ — 1 ouCEeR.
1 1
On sait de plus que 'on doit avoir z(0)=1 < C- 1 =l<<C=1+ T
Ainsi (E’;) admet une unique solution qui est
1\ 0 1
=[1+= —
Zo(x) ( + /1) e + 1
C. Aupérin Terminale S 16/ 26

Lycée Jules Fil 2010-2011


http://www.wicky-math.fr.nf

Objectif BAC wicky-math.fr.nf R.0.C

P
Propriétés de la fonction exponentielle

On supposera connus les résultats suivants :

- =1

- Pour tous réels x et y, e* x e¥ = e**V

1

1. Démontrer que, pour tout réel x, e~ = —
e

2. Démontrer que, pour tout réel x et pour tout entier naturel n, (e*)" = e™*

/ Preuve

1. Idée: Appliquer le deuxieéme prérequis a x et y = —x.
Pour tout réel x, d’apres le deuxiéme prérequison a:
e'xe T=e T=e =

. . _ 1
On en déduit immédiatement e = —-
2. Idée : Faire une récurrence.

Initialisation : pour n =0.
Ona(e’)’=1lete”*=¢0=1.
Donc (%) = e?*¥ et 1a propriété est initialisée.

Hérédité : On suppose qu'il existe un 7 tel que (e*)” = e"*. Montrons alors que (e¥)"! = e**D*,

(ex)n+l — (ex)n x e*
= e" xe*  dapresl’hypothese de récurrence
= ™"  dapresle prérequis
(n+1)x
e

La propriété est héréditaire.

Conclusion : La propriété est vraie pour tout .
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( )
Croissance comparée
X
Lobjet de cette question est de démontrer que liIP — = +o0.
X—+00 X
On suppose connu les résultats suivants :
— la fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa dérviée;
- =1
— pour toutréel x,onae* > x
— Soient deux fonctions ¢ et ¥ définies sur [A; +oo[ ou A est un réel positif.
Si pour tout x de [A; +oo[, ¥(x) < ¢d(x) et si xl—1>rPoow(X) = +oo0 alors xErPoo¢(x) =400
2
1. On considere la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par g(x) =e* — >
Montrer que pour tout x de ]0; +ool, g(x) = 0.
X
2. En déduire que lim — =+oo
x—+00 X
\
/ Preuve
1. Idée: Dresser le tableau de variations de g.
/ X zx X
Pourtout xde]0; +oo[ona: g'(x)=e ey =e*—x.
D’apres le troisieme prérequis, on a donc g’(x) > 0 pour tout x € R.
De plus g(0) = €® — 0 = 1. D’ol1 le tableau suivant :
X 0 +00
g' () +
g  —
Ainsi pour tout x de 10 ; +ool, g(x) = 0.
2. Idée: Transformer I'inégalité du 1. pour utiliser le dernier prérequis.
Pour tout x de ]0; +oo[ :
L X2 et x
gX)20 <= e'2— << —=—- carx>0
2 x 2
. X
Or lim — = +oo.
x—+00 2
ex
D’apreés le dernier prérequis, on a donc lim — = +oo0.
x—+00 X
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Croissance comparée
| Montrer que pour tout x € Ron a e* > x.

/ Preuve
Idée : Dresser le tableau de variations de la fonction f définie sur R par f(x) = ¢* — x.

On considere la fonction f définie sur R par:
fx)=e*—x

f est une fonction dérivable sur R et f/(x) = e* -1
flX)=0e=e'=1lc=e"=e’ <= x=0
X —00 0 +00
f'(x) - 0 +
f
1
Par conséquent f(x) >0 pour tout xe Ri.e:
ef—x>0=e">x
Croissance comparée
X
On suppose connu le résultat suivant: lim — = +oo.
x—+00 X
Démontrer que: lim xe * =0.
X—+00
@Preuve
X
Idée : Ecrire xe* en fonction de —.
X
X 1
Pourtoutx>0ona xe *=—=—.
et <
X
et
Or lim — = +oo.
x—+00 X
. —x . 1
lim xe "= lim — =0
X—+00 x—+o0 €
X

Par conséquenton a:

Terminale S
2010-2011
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II-3 Logarithme népérien

-
Propriétés du logarithme népérien
Prérequis : On rappelle que pour tout a > 0 et pour tout b>0ona:

In(ab) =In(a) +1n(b).

Utiliser le résultat précédent pour démontrer que

1 a
ln(E) =—In(b) et que ln(E) =In(a) —In(b)

g

@ Preuve
1

‘ . P . . a
Idée : Appliquer le prérequis a a et b = — et écrire 5 ax 5
a

1
En particulier, pour b = - ona:
1 1
ln(ax —) =lna+ln(—)
a a

In(1) =In(a) —In (l)
a

|

0=1In(a) —ln(l)
a

|

|

ln(l) =1In(a)
a

On en déduit : 1 1
ln(%) :ln(ax E) =lna+ln(5) =Ilna-Inb

p
@ Propriété du logarithme népérien

On suppose connue la propriété :

«Pour tout couple (x; y) de nombres réels strictement positifs, on a

In(xy) =In(x) +In(y).»

En déduire que, pour tout nombre réel m strictement positif, on a

In(ym) = %ln(m).

/ Preuve
Idée : Ecrire m = /m x \/m.

Pour réel m strictement positif, on a :
In(vm x vm)

In(vm) +In(vm) d’apres le prérequis.
2In(vm)

In(m)

1
On en déduit que pour tout m>0ona: In(ym)= 7 In(m).
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1.

2.

g

P
Croissance comparée

X

Prérequis : on rappelle que: lim — = +oo0.

X—+00 x

. . Inx
Démontrer que lim — =0.
xX—+00 Xx

. . . Inx
En déduire que pour tout entier naturel n non nul : xhrP — =0.

@ Preuve

1.

2. Idée: aucune, il suffit d’utiliser ce qui précede (attention a I'initialisation cependant).

C. Aupérin
Lycée Jules Fil

Idée : Poser X =1n(x).

X:

Pour tout x > 0, on pose X =Iln(x) < e X.

Alors quand x tend vers +oo, X tend aussi vers +oco.

oo o Inx X N S
Ainsi lim — = lim —; =0 d’apres le prérequis.
X—+oo X X—+o00o eX

Si n =1, on a déja démontré le résultat.

Sin>1:
. Inx . Inx 1
lim = lim — x
x—+oo xI xX—+o00 Xx xn-1

Commen>1lonan—-1>0et lim =0.
x—+oo xN-1

Finalement on trouve :
=0x0=0
n

Inx
x—+o00 X

Terminale S
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( )
Croissance comparée
On rappelle que la fonction In est définie et dérivable sur ]0 ; +ool, positive sur [1 ; +oo, et vérifie :
In1=0
Pour tous réels strictement positifs x et y, In(xy)=Inx+Iny
Pour tout réel strictement positifx, [In(x)]’ = p
In(2) ~ 0,69 21072 prés
1. On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x)=+v/x—Inx.
a. Etudier les variations de f et en déduire que f admet un minimum sur ]0; +ool.
Inx X
b. En déduire le signe de f puis que, pourtoutx>1, 0 < — < £
X X
Inx
c. En déduire que lim — =0.
x—+00 X
: * 8.5 . e Inx
2. Soit n € N*. On considere la fonction f;, définie sur |0 ; +oo[ par f;(x) = —.
XxXn
L En utilisant la question 1., déterminer, si elle existe, la limite en +oo de la fonction f;,.
/ Preuve
1. Idée: aucune.
a. Lafonction f est dérivable sur ]0; +oo[ comme différence de fonctions dérivables.
1 1 Vx-2
Ona: f/x)=—x=--= ui est du signe du numérateur puisque x > 0.
fe 2Vx  x 2x q & puisq
D’oui le tableau de variations suivant :
X 0 4 +00
f'(x) - 0 +
2-In(2)
Il en résulte que f a un minimum pour x =4 et f(4) = V4-In4=2-2In2~0,62.
b. D’apres le tableau, il est clair que pour tout x €]0; +oo[ on a
0 vVx Inx
fX)>0 = Vx-Inx>0 < x>Inx = £ >
X X
) Inx x
Comme de plus x > 1, on aln(x) > 0, et pour tout x > 1, on obtient que 0 < — < —.
X X
X 1
c. lim £= lim —=0
X—+00 X X—+00 \/}
Inx
D’apres le « théoreme des « gendarmes » on a donc xhr-P - = 0.
—+00
2. Idée: Poser X = xi.
1
Pour x>0, on pose X =x» < x:X”.OnaalorsxliIP X =+oc0 et:
—+00
Inx In(X" nin(X InX
lim f,(x)= lim — = lim ( ): lim ( )= lim n—=nx0=0
X—+00 X—=+00 45 X—+oo X X—+o0o X X—+o0o X
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( )
Dérivée de la fonctionIn

On suppose connues la dérivée de la fonction exponentielle et la formule de dérivation de u o v ainsi

que ses conditions d’utilisation.

On suppose savoir que la fonction In est dérivable sur ]0 ; +oo[ et que pour tout x de ]0; +oo[on a:

exp(lnx) = x.

A partir de ces quatre argluments, montrer que la dérivée de la fonction In est la fonction définie sur

10; +oo[ qui a x associe —.
X

\
/ Preuve
Idée : Faire le lien entre les quatre arguments et les remettre dans I'ordre.
Pourtout xde]0; +oo[ona: exp(nx)=x.
Or la fonction In est dérivable sur ]0 ; +oo[ . On note (In(x))’ cette dérivée encore inconnue.
De plus, on sait que la fonction exponentielle est dérivable sur In (]0; +oco[) =R et (exp(x))' = exp(x).
On peut donc appliquer la formule de dérivation de u o v avec u(x) = exp(x) et v(x) = In(x).
Pour tout x €]0; +oo[on a:
(wov) () =v'(x)xu'[v(x)] <= (explnx) =1
— (In(x) xexp(n(x)) =1
— (nx)' xx=1
1
— (Inkx) ==.
X
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II-4 Intégration

-
Conservation de lordre

On supposera connus les résultats suivants :

Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] avec a < b.

e Siu=0surla; bl alors[ u(x)dx =0.
a
b b

b
. Pourtousréelsaetﬁ,f [au(x)+,6v(x)]dx=af u(x)dx+,6f v(x)dx.

a a

b b
pour tout x de [a; b], f(x) < g(x) alorsf f(x)dx s[ g(x)dx.

a
Démontrer que si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] avec a < b et si,

/ Preuve
Idée : Appliquer les prérequis a la fonction (g - f) .

Pour tout x de [a; b], f(x) < g(x) < g(x)—-f(x)=0.
Comme de plus f et g sont continues sur [a; b] ona g — f est continue sur [a; b].

b

On peut alors appliquer le premier prérequis a u = g — f. On obtient : f (gx)-f(x0)dx=0.
a

b b b
Or f (gx)— f(x) dx = f g(x)dx— f fl)dx d’apres le deuxiéme prérequis.
a a a

b b b b
Finalementona: f gx)dx - f fxdx=0 = f gx)dx= f f(x)dx.
a a a a

PP

Soit I un intervalle de R.

Rappeler et démontrer la formule d’intégration par parties sur un intervalle [a ; b] de I.

Soient u et v deux fonctions continues, dérivables sur I telles que u’ et v’ soient continues sur 1.

@ Preuve

Idée : Intégrer membre 2 membre la formule: («v)' = v/v + v'u sur [a; b].
On sait que pour tout ¢ € [a; bl on a:
() (0 =u' (OvE)+ul®v'(1)

En intégrant membre a membre, sur le segment [a; b], on obtient :

b b
f (uv)’(t)dt=f u v +uldv (Hdt
a a

Or, une primitive de (uv)’ est par définition (uv). Ainsi :

b
u’(t)v(t)dt+f

a

[ummng:[

a
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III)

Probabilités

III-1 Probabilités discrétes

g

P
Formule des probabilités totales

~N

Prérequis : On rappelle que deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité p si et

seulement si :
p(AnB) = p(A) x p(B)

Soient A et B deux événements associés a une expérience aléatoire
1. Démontrer que p(B)=p(BNA)+p (B ) Z).

2. Démontrer que, si les événements A et B sont indépendants pour la probabilité p, alors les
événements A et B le sont également.

@ Preuve

1. Idée: Ecrire B= (BN A)J(BN A) (réunion disjointe).

Ona B = (BnA)U(Bn A), etil s’agit d’'une réunion disjointe, par conséquent :

p(B)=p(Bn A)+p(Bn A)
2. Idée : Montrer que p(AN B) = p(B) p(A).

D’apreslel.ona: p(B)=p(BnA)+pB NA) < p(ZnB) = p(B) - p(AnB).
D’ol:
p(Zﬂ B) =p(B)-p(A)p(B) car Aet Bsontindépendants
= pB)1-plA)
= pBpA)

p
Coefficients binomiaux

‘ ‘ n n!
On rappelle que si n et p sont deux nombres entiers naturels tels que p < n alors (p) = m

Démontrer que pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre entier naturel p tels que

l<sp<nona:
n n-1 n-1
= +
(P) (P‘l) ( p )

(.
/ Preuve
Idée : aucune, il suffit de compter (et savoir trouver un dénominateur commun ...)
n-—1 . n-1| (mn—1)! . (n—=1)! _(n—l)!p+(n—1)!(n—p)
p—-1 p (p-Dln-p) pln-1-p)! pl(n—p)!
_ m=-D(p+n-p) n  (n
pl(n—p)! pl(n—-p)! |\p
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III-2 Probabilités continues

p
Loi exponentielle
t

On rappelle que pourtout t =0, P(X < ¢) = f Ae M dx.
0
La fonction R définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par R(f) = P(X > t) est appelée fonction de fiabilité.

1. Démontrer que pour tout £ =0ona R(f) = e M,

2. Démontrer que la variable X suit une loi de durée de vie sans vieillissement, c’est-a-dire que
pour tout réel s = 0, la probabilité conditionnelle Px-;(X > ¢ + s) ne dépend pas du nombre
t=0.

@ Preuve

1. Idée: Utiliser P(X > 1) =1-P(X < 1).

g

VieR,ona:

t t
RO=P(X>)=1-P(X<1)= 1—[ e Mdx=1- [—e‘“]0= 1+(e‘“—1) —e M
0

2. Utiliser la formule de probabilité conditionnelle et le fait que (X > t)(((X > t+5) = (X > 1+ 3).

Soit s un réel strictement positifon a :

P(X>0NDNX>t+s) PX>t+ “AMers)
Pxsi(X>1t+5)= ( XD ): E)(X>t)8):ee—/1f =eM=pX>5s)

ce qui ne dépend pas du nombre ¢.
Ainsi X suit bien une loi de durée sans vieillissement.
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