QUESTION de COURS (ROCQC)
pour I'épreuve écrite du BAC S

A l'attention du lecteur...
» Cette liste est non exhaustive et certaines autres démos de cours peuvent apparaitre.
» Toujours penser a bien suivre les prérequis donnés par 1'énoncé (qui ne sont pas
nécessairement ceux donnés en classe pour des raisons de progression du cours)...

L'auteur fournit une cote d'amour (qui n'engage que lui ! ) des démonstrations de théorémes a
connaitre ou A maitriser.

4 ROC peu vraisemblable : il suffit d'avoir compris le principe
¥¥® ROC vraisemblable : il faut bien maitriser le principe et savoir retrouver la méthode

Y¥¥ ROC probable : démonstration a savoir faire les yeux fermés et les mains attachés dans le dos...



Suites :

ROC 1: Unicité de la limite d'une suite ¥

Prérequis : définition de la limite finie d'une suite
Proposition : Si la suite (U,) a une limite finie L, alors cette limite L est unique.

Démo : Par 'absurde
Supposons que la suite (U,) admette deux limites distinctes L1 et L2 avec L1 < La.
Lo — On choisit un rayon € suffisamment petit pour que les

] ] ] I_» > intervalles | 1=]L —&L + 8[ et | 2=]L &L+ 8[ soient
[ [

Lt —
|

disjoints (i.e. leur intersection est vide).

La suite (U,) tend vers L1 donc a partir d'un certain rang N, tous les termes U, sont dans | ;.
La suite (U,) tend vers L2 donc a partir d'un certain rang N2, tous les termes U, sont dans | ,.

Donc pour n supérieur 4 la fois 4 N1 et N2, U, est 4 la fois dans | jet dans | ,, ce qui impossible.

Ce qui prouve que la limite est unique.

ROC 2 ve

Prérequis : définition de la limite infinie d'une suite, d'une suite croissante, d'une suite majorée

Proposition : Si une suite est croissante et non majorée alors elle diverge vers +o

Démo : Soit (Un) une suite croissante et non majorée.
(u,) n'est pas majorée donc pour tout A>0, il existe N, tel que Uy, > A.
Or (U,) est croissante donc pour tout N2 Ny, U, 2 u, = A.

Donc pour tout A> 0, il existe un rang N, tel que U, > A pour tout N2 N,: c'est-a-dire [iM U, =+oo.

n - +oo

ROC3 @

Prérequis : définition de la limite finie d'une suite

Théoréme : Soit (U,) une suite définie par récurrence par U,,, = f (U, );si (U,) converge vers L et

si f est une fonction continueen L ,alors L = f(L).

Démo : Si (U,) converge vers L alors lim u_,, =Letsi f estcontinueen L alors lim f(u )= f(L).

n -+

Par passage 4 la limite dans les deux membres de 1'égalité u,,, = f(uU ), il vient L= f(L).

ROC 4 : Convergence des suites adjacentes Y9

Prérequis : (i) définition de deux suites adjacentes ((U,) 7, (V,) Net lim (u,-v,)=0).
n - +oo

(ii) toute suite croissante (resp. décroissante) et majorée (resp. minorée) converge.

Théoréme : Si (U,) et (V,) sont adjacentes, alors (U,) et (V,) convergent vers la méme limite.

Démo : Soit W, =V, —U,; on étudie les variations de la suite (W,):
Pour tout NON, W, -W, =V, —U,,~V,+U, = (V,,;—V,) —(U,,,—U,) donc W, —w, <0.
L | L ]
<0 car (V)N =20 car (uy)”
La suite (Wn) est donc décroissante et lim W, = 0 : donc tous les W, sont positifs et UnUON, vV, 2U,.

n - +oo

De plus, (U,) est croissante donc NN, U, <u, . Pour tout NON, Uy SU, SV, SV,
De plus, (V,) est décroissante donc, INON, v, 2V,

Finalement, (U,) est croissante et majorée par V,, donc (U,) converge.

De méme, (Vn) est décroissante et minorée par U,donc (Vn) converge.

Enfin, lim u,—lim v, :Jlrﬂo (U, —V,) =0 donc lim u, =1lim v,.CQFD

n - +oo n - +oo n - +oo n - +oo

A noter que les démonstrations du théoréme des gendarmes et de comparaison pour les suites sont
trés semblables 2 celles fournies pour leurs équivalents pour les fonctions (voir page suivante).



Généralités sur les fonctions :

ROC 5 : Théoréme de comparaison (2 savoir adapter aux suites) Y99

Prérequis : définition de la limite infinie d'une fonction

Théoréme : Soient f et g deux fonctions vérifiant sur un intervalle [m; +00[ , T(X)<9(x).

« Silim f(X)=+00,alors lim g(x) =+

X — +0o

« Silim g(x)=-00,alors lim f(x)=-c0

X — +00

Démo (du premier point) :

lim f(X) =+oo: d'apres la définition de la limite, pour tout A> 0, l'intervalle ]A; +00[ contient

X - +00

toutes les valeurs de f(X) pour X assez grand, c'est-a-dire pour tout X= N .

Pour tout X2 M, on ade plus f(X)< g(X) : donc pour X assez grand, c'est-a-dire pour tout
x=Max(N;m), A< f(X)<g(x)

Donc pour tout X = Max(N;m), l'intervalle ]A, +00[ contient toutes les valeurs de g(X), c'est-a-

dire d'apreés la définition, lim g(x) =+ .
X — +oo

ROC 6 : Théoréme des gendarmes (4 savoir adapter aux suites) 99

Prérequis : définition de la limite finie d'une fonction
Théoréme des gendarmes (en +0): Soient T, g et h trois fonctions vérifiant sur un intervalle

[m+oo, f(X)<g(X)<h(x).
Si lim f(xX)=1lim h(x)=L (LOR) alors g a une limiteen +o et lim g(x)=L.

X — +00

Démo: lim f(X)=L:d'apres la définition de la limite, pour tout € >0, l'intervalle ]L - L+ E[

X — +oo

contient toutes les valeurs de f(X) pour X assez grand, c'est-a-dire pour tout X > A.

[im h(x) =L: d'apres la définition de la limite, pour tout € >0, l'intervalle ]L -&L+ 8[

X +00

contient toutes les valeurs de N(X) pour X assez grand, c'est-a-dire pour tout X > B.
Pour tout X>Max(A;B;m),onadonc L-e< f(X)<g(X)<h(X)<L+e.
Donc pour X assez grand, l'intervalle ]L -g L+ 8[ contient toutes les valeurs de g(X), c'est-a-

dire d'apres la définition, lim g(x) =L.CQFD

ROC 7 999

Prérequis : définition d'une fonction continue et d'une fonction dérivable en @
Proposition : (i) La fonction partie entiére n'est pas continue en 1.
(ii) La fonction valeur absolue n'est pas dérivable en O.

Démo : (i) Pour tout XD[O;][ , E(X) =0 et pour tout XD[].; q, E(X) =1. Ainsi |IIT11 E(X) =0 et
x<1

|IIT11 E(X) =1 : les limites a droite et 4 gauche de 1 sont différentes donc la fonction partie entiére

x>1

n'a pas de limite en 1. Elle n'est donc pas continue en 1.

(ii) Le taux de variations de la fonction valeur absolue entre Oet hest:

pour >0, (h=10)/(h-0)=h/h=1

pour h<0, (h=10)/(h-0)=~h/h=~-1

. |hl .. Inl

Ainsi, lim—# lim— : le taux de variations de la fonction valeur absolue n'a pas de limite en 0.
h-0 h- 0
h<0 h>0

La fonction valeur absolue n'est donc pas dérivable enO.




ROC 8 v

Prérequis : définition d'une fonction continue et d'une fonction dérivable en a
Proposition : Si f est dérivable sur | , alors f est continue sur | .

Démo: (en @lll) f est dérivable en @ donc lim M =f'(a)
X-a X—a

Donc sur un petit intervalle centré en a, M = f'(@)+€&(x),ou lim g(x) =0.
X-a x-a

Alors f(X)=f(a)+ f'(@)(x—a)+(x—a)e(x), ou lim g(x) =0.

!(an;l1 f'(@)(x-a)=0 et !(Ifg e(x)(x-a)=0

Donc lim f(X) = (@) ce qui est la définition de la continuité de f en a.CQFD
X-a

ROC 9 ¥¥

Prérequis : définition d'une fonction dérivable en a
sinx e -1
=1, |

Proposition : lIMm—— im =1
roposton o X x-0 X
sinx _ sinx—sinC
Démo : UX# 0, = 0 : on reconnait le taux de variations de la fonction sinus entre
X X—

. sinx _ .
O et X. La fonction sinus est dérivable en O donc Img— =sin'(0)= cos(0F .
X— X

-1 e-¢

X x—=0

Ox # 0,

: on reconnait le taux de variations de la fonction exp. entre 0 et X.

X

1. exp'(0)=¢€’ =1

La fonction exponentielle est dérivable en O donc l[im
X- 0




Nombres Complexes :

ROC 10 : Propriété du conjugué 9®

Prérequis : définition des parties réelles, imaginaires et du conjugué d'un nombre complexe
Proposition : Soient Z=a+ib et Z'=a'+ib' deux nombres complexes;

() z+z=2Re@)et z-2=2iIm(z) (i) zz=a?+b? (i) z+2'=z+2'
(iv) zx7'=zx7' (v)Siz'£0, (z/z')=2/;' (vi) zZOR = z=z et ZOIR = z=-2

Démo : (de certains points)
(i) Soit z=a+ib; z=a-ib donc z+z=2a=2Ref)et z-z=2ib=2 Im(z).

(i) zz=(a+ib)(a-ib) =a’ - (ib)’ = a* +b’

(i) z+2'=(a+a)+i(b+b’)=(a+a)—i(b+b’) et z+z'=(a+ib)+(a+ib)=(a+a)—i(b+b"...

(iv) zxz'=(aa'-bb)+i(a'b+ab’)=(aa'-bb")-i(a'b+ab’) et Ex;'=(a+ib)><(a'+ib‘) =(aa'-bb")-i(a'b+ab")

ROC 11: Propriété du module et de I'argument Y@

Prérequis : définition du module et d'un argument d'un nombre complexe

Proposition : Soient Z et Z' deux nombres complexes;
@) zz=1Z2" Gi)|-2=1Z2 (i) 1Z2=0< z=0 (@iv) |z+2I<|Z+IZ! (inég. triang.)
(v) égalité: z=27' = |2 =1z et arg(z)= argk ") (27

(vi) conjugué : |E| =17 et arg(E): —argg) (21

Démo : (i) et (v) immédiates (ii) |-zl =l-a-ibl = \/(—E;'t)2 +(-b)? = \/a2 +b? =12

(iii) Si lZl=va’ +b® =0 alors @’ +b’ =0 et nécessairement a=b=0 donc z=a+ib=0.
(iv) MM '<OM +OM ' donc en terme d'affixes |z'=zl <1zl +|z'l. On remplace ensuite z par -z.

(vi) Soit z=a+ib un complexe. Son conjugué z=a-iba pour module FE \/a2 +(-b)* = \/a2 +b> =12.
Soit z=1zl(cosf +i sind ) la forme trigonométrique de z.
Alors z=12Zl(cosg +i sig )=12( co®—i sif ¥!2( cos@ 9i sing

Donc un argument de z est =8 = —arg(z). D'ou arg(E): —argk) (2r .

ROC 12 : Module et de I'argument du produit Y@

Prérequis : Notation trigonométrique d'un nombre complexe et cosinus et sinus d'une somme

Proposition : Si Z, et Z, sont # 0, alors |le 22| :|Zl|><|22| et arg(z, xz,)= argg,  argt, ) (Zr

Démo : Soient Z =I,(C0SH, +i SiNG, et z, =1,(COSH, +i SiNG, | deux nombres complexes non nuls,
avec |z| =1, arg(z,)=0, (21)et || =1,, arg(z,)=6, (21).
Alors Z =2z x2,=r[,(Cc0S8,+i sind, )(co#,+i Sif, .
=rr,(cosf, cod,— si¥, sif,+i ca® sth+i h dBs
- tr, [0S, + 6, }+i sin,+6,]
Done 121 =], x2,| = 11, = 2|2 ot a1G@ )= argx2, F-6,46,= argh, ¥ argl, )@ .

Roc 13 : Module et de I'argument de l'inverse Y9

Prérequis : Notation trigonométrique d'un nombre complexe

Proposition : Si Zest non nul, alors [1/2 =1/1Z et arg(1/z)=- argg ) (2r

1 o
Démo : On considére maintenant Z == ot Z=r(Cos@+i Sind ¥ ( avec lzl=r, argz)=9 (21)
VA

1 1 1 co¥-i sid 1 . 1 .
Z=== =—x—————————=-%(cosf-i sind =—x (costd ¥i sin{d |
z r(cos@+isid) r cosd+ sihd r ( )_r (Costg i sint6
11 1 1
Donc IZI=|=|==="= et argZ )= arg(1 F-60=- argt ) (Z
zl r |2 z




Roc 14 : Module et de I'argument du quotient ¥9®

Prérequis : (i) Notation trigonométrique d'un nombre complexe
(ii) Module et argument du produit et l'inverse

Proposition : Si Z, et Z, sont 0, alors |2,/ Z,| =|z|/|z) et arg(z /z,)= argl, - argt, ) (Z

Démo : On considére enfin Z = i . Alors

z,
Aloss arg%)= arg@xzi ¥ argt, ¥ argzé y arg( ) amg( )2

2|, x L=z /2 1_lzl
2 =[ax =1l

_:|Z|x—__
) 7| "z |7

Roc 15 : Géométrie ¥

Prérequis : (i) Notation trigonométrique d'un nombre complexe
(ii) Module et argument du produit et l'inverse

Proposition : Soient Z,, Z; et Z. les affixes des trois points A,B et C.

ﬁ :E et arg(ZB _ZA ): (E ’A_B.)
Z- —Z, -Z

AC z. -2,
|zB—zA|:|zB—zA|:AB .
|ZC_ZA| |ZC_ZA| AC
arg(zi%Farg(ZB—ZA)-ar%—zAF@ﬁ%@ﬁ?@ﬁ)‘@éﬁrﬁﬁé)(ﬂ

A

Démo : t

Roc 16 : Ecriture complexe de 'homothétie ¥®

Prérequis : (i) Affixe d'un vecteur

(ii) définition d'une homothétie
Proposition : M '(Z") est l'image de M (2) par 'homothétie de centre Q(() et de rapport K[IR si
et seulement si (Z2'-w) =k(z-w).

Démo : On traduit une égalité vectorielle en termes d'affixes...

M ' est I'image de M par 'homothétie de centre Q et de rapport K = OM " =kQM (z'-w) =k(z-w)

Roc 17: Ecriture complexe de la rotation $9®

Prérequis : (i) Affixe d'un vecteur
(ii) définition d'une rotation

Proposition : M '(Z") est I'image de M (Z) par la rotation de centre Q(W) et d'angle O si et
seulement si (z'-w) = €°(z-w).

Démo :
On traduit une égalité de longueur et une égalité d'angle en termes d'affixes... Avec un schéma
QM '= QM
M ' est l'image de M par la rotation de centre Q etd'angle 6 - § .
(QM; QM ") =0 (2m)
lz-w=lz-w

Z'-w

o =€ & (z2-w) =€'(z-w)
)=86(21) z-w

=g

w

Z'_
arg(
Z —



Equa diff et exponentielle :

Roc 18 V9

Prérequis : (i) La fonction exp. est solution de l'équa. diff. Y'= Y sur R avec y(0)=1.
(ii) Théoréme des valeurs intermédiaires.
(iii) Une fonction de dérivée nulle sur un intervalle est constante sur cet intervalle.
Propriété : (i) XU R, exp(x)exp(—X) =1, c'est-a-dire exp(—x) =1/exp(x)
(i) OXOR, exp(x) >0

Démo : Soit f la fonction définie sur R par f(X) =exp(x)exp(—X).
(i) f est dérivable sur R en tant que produit et composée de fonctions dérivables sur R.
Sachant que exp'(X) = exp(X), il vient :
f(x) = exp (x)exp(-x) + exp(x) X [exp(-x)]

= exp(x)exp(-x) +exp(x) X[ -exp(-¥)] =0
Or f(0)=exp(0)exp(-0)= 1. Donc OxOR, f(X)=exp(x)exp(—x) =1.

UxOR,

Donc f est une fonction constante sur R .

(ii) * La fonction exp. ne s'annule pas sinon f s'annulerait également (impossible vu que OxOR, f (X) =1).

* La fonction exponentielle est de plus de signe constant :
Sinon, il existerait @ et D réels tels que eXp(a) <0 et exp(b) > 0. Vu que exp est dérivable sur R, elle est

donc continue sur [a;b] . Le théoréme des valeurs intermédiaires nous donnerait alors au moins une solution
a l'équation €XP(X) =0 sur [a;b], ce qui est impossible puisque la fonction exponentielle ne s'annule pas.

* Le signe de la fonction exponentielle est enfin strictement positif puisque €xp(0)=1> 0.

ROC 19 : Unicité de la solutionde y'=Yy avec y(0) =1 ¥9®

Prérequis : Existence de la fonction exp. comme solution de Y'=Y avec y(0)=1.

Théoréme : La fonction exponentielle est I'unique fonction dérivable sur R , solution de I'équation

différentielle Y'=Y avec Y(0) =1 (condition initiale).

Démo de l'unicité :

Supposons qu'une fonction g vérifie §'=Q sur Ret g(0)=1.

La fonction est définie sur R, puisque la fonction exponentielle ne s'annule pas, et est méme

exp

dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables sur R.
gxexp-gxexp’
exp’

Alors ( 9 )'= =0 puisque §'=( et EXp'=exp.
exp

9 (O):&:}:l’ OxOR, g(X) =1.
ep ~ exp(0) 1 exp(x)

La fonction §/€XP est donc constante ; comme
Clest-a-dire g =€Xp. D'ou 'unicité.

ROC 20 9@

Prérequis : (i) La fonction exp. est 'unique solution sur R de y'=Y avec y(0)=1.
(ii) Pour tout X[IR, expEx)= 1/expk
Théoréme : La fonction exponentielle transforme une somme en produit, c'est-a-dire

Ox, yOR, exp(x+y) = exp(x)xexp(y).

Démo : Soient Y un réel fixé et hy la fonction définie sur R par hy (X) =exp(X+ y)exp(-x) .

La fonction Ny est dérivable sur R en tant que produit et composée de fonctions dérivables sur R.

hy '(x) =[exp(x+ y)]'exp(=x) + exp(x + y) X[exp(=X)]'
= exp(X + y)exp(-x) +exp(x+ y) X[ ~exp(-x)] =0

Or hy(0) =exp(0+ y)exp(-0)=exp (y). Donc Ux, yUR, exp(x + y)exp(-X) = exp(y).
Vu que OXOR, exp(—x) =1/exp(X), alors X, yOR, exp(X+ y) =exp(x)exp(y).

onc hy est une fOIlCtiOﬂ constante sur R .



ROC 21 v®

Prérequis : [IX, YOR, exp(x+y) =exp(X)xexp(y) et IXOR, expx)= 1/expK .
Proposition : (i) [X, YR, exp(X—y) =exp(X)/exp(y).
Gi) OxOR, OnOZ, exp(nx) = exp(x)"

Démo : (i) U, YOR, exp(x—y) = exp(x+ (=Yy)) = exp(x) xexp(-y) = exp(x) / exp(y)

(ii) Par récurrence : pour tout NN, on pose P, :"UXUR, exp(x)' = exptx)'.

Initialisation : OXOR, exp(Xf = 1= exp(0F exp(® donc P, est vérifiée.

Hérédité : On suppose que B, est vraie pour un certain entier K, c'est-a-dire IXOR, exp(x)k = expkx ..
Montrons que B, est vraie :

OxOR, expk ™ = expk § expt F exp& )exp(d exp(+x =) expé XL

Conclusion : Donc pour tout N UON, R1 est vraie.

ROC 22 : Limites de la fonction exponentielle ¥O®

Prérequis : (i) dérivées et variations de la fonction exponentielle.
(ii) théoréme de comparaison des limites
(iii) composition des limites

Proposition : lim €=+ et lim € =0

X — 400 X — —00

Démo : Soit f la fonction définie sur R par f(X) =€ —(X+1) (cette fonction serait donnée...)

La fonction f est dérivable sur R et (XOR, f'(X)=€*—1. Donc f'(X)=0 = XD[0;+00[.
La fonction f est donc décroissante sur R et croissante sur R": elle admet donc un minimum
en 0 de f(0)= e’ - (0+1)= Q. Ainsi, pour tout X(R, f(X) 20 et € = x+1.

Comme lim x+1=+o0, d'apres le théoréme de comparaison, [im e =+,
X — +oo X — +00

Pour tout X(OR, € =1/e*.

||m ex = 400 X =00 X =0 X— =0 @

X5 4+

[im —XxX=+0c0
X —co . _X . « 1 1
} Donc lim e =+ et lim €' = lim —=0

ROC 23 : Limites fondamentales (croissances comparées) ¥9®

Prérequis : (i) dérivées et variations de la fonction exponentielle.
(i) OxOR, e = x+1
(iii) théoréme de comparaison des limites
(iv) composition des limites
X

. e .
Proposition : lim — =+ et lim xe* =0

X — +00 X X — —00

2

X
Démo : Soit f la fonction définie sur R par f(X)=¢€" —E .

La fonction f est dérivable sur R et OXOR, f'(X) =€ =X. Donc OXOR, € =2 x+1let f'(X)=0.
La fonction f est croissante sur Ret f(0)= e -0"/2= 1pour tout X=20, f(x)=0.

2 X X
X . X . €
Ainsi, 0X>0, € >—=—>=, Comme |lim = =+o00 d'aprés le théo. de comparaison, lim — =+oo,
2 X 2 X—te0 D Xodw Y
X -X 1

Pour tout X<0, xe* = — — .
e e e /(—x)

lim —Xx=+o0
X =00 i e I S

: Donc lim —=+0 et lim x¢* = lim —————=
lim e* /X =+ Xm0 —X Xos oo xomeo @ [(=X)

X+



ROC 24 : Autres équations différentielles ¥®

Prérequis : dérivées de la fonction exponentielle
Théoréme : Soient 8 # 0, X et Y, trois réels ; les solutions de I'équation différentielle y'=ay

sont définies par f(X) = ke™. Avec la condition initiale Y(X,) = Y,, alors la solution est unique.

Démo :

>

Toute fonction f définie sur R par f(X) =Ce™ , ot C est une constante est solution de
I'équation différentielle (E), car OXOR, f '(X) =Cxae™ =af (x).

Soit g une fonction solution de (E). On pose h la fonction définie par h(X) = g(x)e™**.

h est dérivable sur R en tant que produit et composée de fonctions dérivables sur R.

Pour tout réel X, h'(x) = g'(x)e™™ +g(x)(e™)".

Comme ( est solution de (E), ona g'(X) =ag(X) et h'(x) =ag(x)e"® + g(x)x(-ae ) =0.
Donc h est une fonction constante : pour tout réel X, h(X) =C.

Donc g(X)e * =C, c'est-a-dire g(X) =Ce*™. CQFD

La condition initiale fixe bien entendu la constante K.

Logarithmes :

ROC 25 %

Prérequis : (i) Variations et limites de la fonction exponentielle

Proposition : Pour tout Y >0, il existe un unique X[JR tel que € =y (et on note X=InYy).

(ii) Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaire.

Démo : La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur R .

lim € =0et lim € =+, Donc [y >0, d'aprés le corollaire du TVI, il existe un unique

X - —00

X — +00

antécédent X(IR tel que € =Y.

ROC 26 : propriétés algébriques de la fonction In 9®

Prérequis : (i) Définition de la fonction In comme réciproque de la fonction exponentielle

Proposition : Soient aet D deux réels strictement positifs;

@) In(ab)=Ina+Inb Gi) In(@/b)=-Inb et In(a/b)=lna-Inb
Gi) OnOZ, Ina"=nlna  (v) nva=(na)/2

(ii) Propriétés algébriques de la fonction exponentielle

Démo : ASTUCE tout transformer avec des exponentielles et se rappeler que € =€’ = X=y

Pour tous & et D réels strictement positifs...
G) €"®) =agb et € =" x "™ =axb : donc €"® =" . |n(ab)=Ina+Inb.
(i) €99 =1/b et €™ =1/ =1/b : donc €Y =& ™™ « In(1/b)=~Inb.

In(a/b) =In(ax(1/b)) =Ina+In(l/b)=Ina-Inb.

Gi) OnOZ, € =a" et €M =(e"?)" =a" : donc €" =€ < Ina" =nlIna.
(iv) €™ = (@2 =(Ja)?=a et €" =a : donc ™2 =™ « 2InVa=Ina.

Comme pour les fonctions exponentielles, la démonstration peut étre basée sur le
principe suivant : "Une fonction de dérivée nulle sur un intervalle est constante".



ROC 27 : propriétés algébriques de la fonction In @

Prérequis : Dérivée de la fonction exponentielle et d'une composée

Proposition : La fonction IN est dérivable (donc continue) sur ]0;+0°[ et [(IX>0, (Inx)'=1/x.

La fonction IN est donc strictement croissante sur ]O; +00[ .

Démo : [IX>0, €"* = X, On dérive les deux membres de cette égalité.
Alors Ox >0, (€")'=(Inx)xexp'(Inx)= (Inx)% €* = (IXx )*x= &)= Zdonc (INX)'=1/X.

Vu que 1/X> 0, la fonction In est strict. croissante sur ]O;+00[ .

ROC 28 : limites de la fonction In ®

Prérequis : (i) Limites de la fonction exponentielle et composée de limites.
(ii) Propriétés algébriques de la fonction In

Proposition : lim InX=+c0 et lim Inx=-co

X — oo x-0

Démo: INX>A = X> eA: donc pour tout JAOR, il existe X, = e’ tq Inx>A pour tout X > X;.
Ce qui est la définition de la limite infinie : lim In x=+co,

X — o0
Ox>0,Inx=-In(1/x)
l[im 1/xX=+0 et lim In X =+ donc Iirg Inx:IirrO1 =In(1/Xx) = —co.

X-0 X 5 +o0
x>0 x>0 x>0

ROC 29 : Limites fondamentales et croissances comparées ¥¥

Prérequis : (i) limites fondamentales sur la fonction exponentielle et limites de la fonction In
(ii) composée de limites
In x

Proposition : lim ——=0etlim xInx=0
X - +oo X X-0

Démo :

Inx Inx 1
Pour tout X>1, === = T .

X € e /Inx
i =400
xllrﬂo Inx e . Inx . 1
e Donc lim =— =+ et lim —x= lim — =
[im e" /X =+ x-+o [N X Xt X x—vw @0 [N X

X & o0

Pour tout X>0, xInx=€"*xIn x.

[imInXx=-o0 ) , nx
X0 Donc lim xInx=lim e"*xInx=0
x>0 xﬂoo XHOO
- > >
lim Xe* =0 " "
X 5 —o0
Probabilités :
ROC 30 : Combinaisons ¥
n n!
Prérequis : le nombre de combinaisons de P éléments parmi N est =
p) pin-p)!

n n
Proposition : Soit N un entier naturel et P un entier inférieur ou égal 4 N; alors ( j =( j .

P n-p
n n! n! n
Démo : D'aprés la définition, ( j = = :( j
n-p/ (n-pl(n-(n-p)! (n-p!'p \p




ROC 30 : Formule pour le triangle de PASCAL 9@

n n!
Prérequis : le nombre de combinaisons de P éléments parmi N est ( j =

p) pn-p!

n-1 n-1) (n
Proposition : Soit N un entier naturelet P telque 1< p<n—1; alors ( 1] +( j =( j
P- P P

Démo : Pour 1< psn-1,

(n—1j+(n—1j: (n-1)! L (-nr (n-D! x[ 8 +_1]
p-1) U p ) (p-Di(-D-(p-D)! pPU(-D-P)! (p-DYn-p-D! Ln-p p

(n-1)! Ptn-p_ (n-1)xn o _(nj
(P-D!(n=-p-1! p(nh-p) (pP-DXxpx(n-p-1Xx(n-p) pi(n-p)! \p

ROC 31: Loi uniforme continue et espérance ¥

Prérequis : (i) Définition de la loi uniforme continue

(ii) Définition de l'espérance pour une V.A. suivant une loi continue de densité f

Proposition : Soit X une V.A. suivant la loi uniforme sur l'intervalle [a;b]. La probabilité que la

[30(

valeur prise par X soit dans l'intervalle [a;B], inclus dans [a;b] , est P([a;B]) = et

l'espérance de la V.A. X est E(X) =(a+b)/2.

1
b-a’

Démo : La fonction densité est la fonction f définie sur [a;D] par f(X) =

Donc P([a,B])—ju f(x)dx_ja = l=

b b 1 1 [x]° 1 b?’-a® b+a
De plus, E(X) =] xf(X)dx=| xx dx = [—} = =
e plus, E(X) = [ xf ()ax= e 8 e .

ROC 32 : Loi exponentielle continue ®

Prérequis : Définition de la loi exponentielle de paramétre A

Proposition : Soit X une V.A. suivant la loi exponentielle de paramétre A . La probabilité que la

valeur prise par X soit dans l'intervalle [0;B], inclus dans R, est P([0;B]) =7 -,

Démo : La fonction densité est la fonction f définie sur R” par f(X) = Ae ™ (A>0).

Done P(o:p]) = [ f (x)dx= [ AeVdx=[-e7] 8 =™ +e7¢

ROC 33 : Espérance de la loi exponentielle continue ¥

Prérequis : (i) Définition de la loi exponentielle de parameétre A
(ii) Définition de l'espérance d'une V.A. X de densité f : Il xf (X)dx

(iii) Intégration par parties

1
Proposition : Soit X une V.A. suivant la loi exponentielle de paramétre A ; alors E(X) = X .

Démo : On réalise une intégration par parties.

On pose U'(X) =Ae™ et V(X) = X.

Alors U(X) = —€™ et VI(x) =1

Loy ahx ] [ _aAx o[ €] N
joer dx =[-xe ]o—fo—e dx =[-xe ]O_[T} =—eM1+—

0

>Jr—|-
>H

t - 400

lim e“(1+t) 1 —1car)\>O.Donc E(X)Zl.
AA A




Intégrales :

ROC 34 : Comparaison d'intégrales ¥9®

b b b
Prérequis : (i) Linéarité de l'intégrale j [ f(t)+ g(t)] dt :j f(t)dt +j g(t)dt
(i) Si f =0 sur [a;b], alors jb f(t)dt=0
Proposition : Soient f et § deux fonctions continues sur un intervalle [a;b];

b b
Si f <g sur [ab], alors j f(t)dt < j g(t)dt

b
Démo:Si f <Q sur [a;b], alors la fonction g— T est positive et continue donc OSI [g(t)— f (t)] dt.
a

b b b b
Ce qui, par linéarité donne 0< j g(t)dt - j _f)dt - j Cftydt< j g(t)at.

ROC 35 : Inégalité de la moyenne ¥®

Prérequis : (i) définition de l'intégrale d'une fonction continue
b b
(ii) Si f <@ sur [a;b], alors j f(t)dt < j g(t)dt
a a
Proposition : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] et soit deux réels M et M tels

que OtO[a;b], ms f(t)< M ; alors m(b—a)sj:f(t)dts M (b-a)

Démo: M< f <M sur [a; b] ,ott M, M sont deux fonctions constantes donc continues.

Alors [ mat< [ f(®)dt< [ Mt = [mtls< [ f@dt<IMS = mb-a)<[ f()dt<M(b-a)

ROC 36 : Unicité des primitives avec condition initiale ¥

Prérequis : (i) Définition et existence d'une primitive pour une fonction continue.

Proposition : Soit f une fonction continue sur un intervalle | et soit %o Us
(i) Deux primitives de f différent d'une constante.

(ii) Il existe une unique primitive F de f vérifiant F(X;) = Y,.

Démo: Soit F et G deux primitivesde f sur | .

(i) On considére la fonction ¢ =G —F qui est dérivable sur | en tant que somme de deux

fonctions dérivables sur | . Alors ¢'=(G-F)'=G'-F'=f-f =0.

Donc la fonction ¢ =G ~-F est une constante k sur | :ainsi G=F +k.

(ii) Soit G une primitive de f ;la fonction F définie sur | par F(X) =G(X) —G(X,) + Y, est la
somme d'une primitive et d'une constante. C'est donc encore une primitive de f .

De plus, F(X%;) =G(X,) —G(X,) + Yo = Y, d'ot1 l'existence d'une telle primitive.

Par ailleurs, si P est une autre primitive vérifiant la condition initiale, alors il existe une constante C
telle que pour tout X1, P(X) = F(x)+C. Donc P(x)) =F(x,)+C = y,=y,+C <« C=0.

Donc P =F d'ot l'unicité d'une telle primitive.



Cette démo est beaucoup plus compliquée que celle qui pourrait étre demandée au bac.

ROC 37 : Théoréme fondamental de l'intégration ¥®

Prérequis : (i) définition d'une primitive
(ii) définition de la dérivabilité d'une fonction
(iii) théoréme des gendarmes
(iv) inégalité de la moyenne
(v) Unicité de la primitive avec condition initiale

Théoréme : Soit f une fonction continue sur un intervalle | et soit & un élément de | . Alors la

fonction F : X+ .[X f (t)dt est 'unique primitive de f quis'annuleen a.
a

Démo : On se limite au cas ot la fonction f est croissante.
On souhaite savoir si la fonction F est dérivable : soit h tel que X, X+h appartiennenta | .
x+h X x+h a
Fix+h-F | fOd-["fod [T fod+["fod 1 [t
h h h h*x
Supposons h>0: comme f est croissante sur [x;x+h], OtOlx;x+h], f(x)< f(t)< f(x+h).

D'otr (d'aprés l'in. de la moyenne), f(x)(x+h-x)< j f()dt < f(x+h)(x+h=-x),

ie. f(X) slj”“ f(t)dt < f(x+h).
h X

1
Si on suppose h<0, on obtient f(x+h)< EJ‘ ' f(t)dt < f(x)

Le taux de variations de F entre X et Xx+h est donc compris entre f(X) et f(x+h).Orla

fonction f est continue sur | donc lim f(x+h)=f(x) et lim f(x)= f(x).
-0

h-0 h

F(x+h)-F(x
D'apres le théoréme des gendarmes, lim Fox+h =FG) = f(x).
h-0

En conclusion, la fonction F est donc dérivable en X et F'(x) = f(X): ainsi F est une primitive de f .

Par définition, F(a) = r f(t)dt =0. Donc F s'annule en a.

ROC 38 : Intégration par parties $® (Pour info : a été demandée au Bac France 2007)

Prérequis : (i) Dérivée du produit de deux fonctions dérivables
(ii) Calcul de l'intégrale de f al'aide d'une primitive de f
(iii) Linéarité de l'intégrale
Proposition : Soient U et V deux fonctions dérivables sur un intervalle | (avec U' et V'continues)

et soient &, b deux éléments de | alors j:u'(t)v(t)dt :[u(t)v(t)]'; —j:u(t)v'(t)dt.

Démo : Pour tout t 1, (Uv)'(t) =u't)v(t) +u(t)v'(t).

Les fonctions (UV)', U'V et UV' sont continues donc en intégrant sur [a; b] ,
b b b b
j (uv)'dt = j [u't)v(t) +u(t)v'(t)] ot = j u'(t)v(t)dt + j u(t)v'(t)dt
a a a a
b
Or la fonction UV est une primitive de (UV)' donc .[ (uv)'dt =[uvl 0.
a

Finalement [WV]5 = J.:u'(t)v(t)dt + J':u(t)v'(t)dt - J':u'(t)v(t)dt =[uv(O)]’ - '[:u(t)v'(t)dt



Géométrie dans l'espace :

ROC 39 : Expression analytique du produit scalaire ®

Prérequis : (i) Définition du produit scalaire et d'un repére orthonormé
(ii) Propriétés algébriques du produit scalaire.

Théoréme : Soient U(X; Y; Z) et V(X';Y';Z") deux vecteurs du plan; alors U.V = XX'+ yy'+zz',

2 -2 —12 - -
Démonstration : Le repeére est orthonormé donc |m| = HJH = ”k” =leti. j =i.k= j .k=0.
Ora:ﬁ#y]+ﬂza§:xf+y]+fkdmm
u.v= (xT+ y]+z§).(x'f+ y']+z'R)=xx'|m|2+yy'||]||2+22'||ﬁ||2=XX'+yy'+ZZ'.

- -

Remarque : On retrouve que ||G||Z SU.USXX+YY+ZZ=X +Y +7°, clest-a-dire ||G|| =4/ X+ y2 +7°.

ROC 40 : Distance d'un point 4 une droite dans le plan (cette démo est transposable dans I'espace...) ¥®

Prérequis : (i) Définition du produit scalaire, du vecteur normal, de 1'équation cart. d'une droite.
(ii) Calcul du produit scalaire avec les coordonnées des vecteurs.
Proposition : Soit (d) la droite du plan d'équation cartésienne aX + by +C = 0, passant par le point

A et de vecteur normal N; la distance d'un point M (a;3) 2 la droite (d) est la longueur MH

ott H est la projection orthogonale de M sur (d)

(d)

_|AM .1 _|aa +bB+d| A H

0 .
W~ V& v

Démo : La distance de M 2 la droite (d) est la

On a alors MH

longueur MH . M

On nomme ﬁ(a; D) un vecteur normal a la droite (d) d'équation ax+by+c=0.

AM .n= (M+W) .Nn=AH .n+HM .n= 0+ HM x|nl selon que HM et N sont ou non de
méme sens. Donc HM :|m . ﬁ|/”ﬁ”

AM (@ =XB=Ya) | - -

ab [ A= (@-x)ar(B-y,)b=ac+bB- (@, +by,)

Mais Al(d) donc ses coordonnées vérifient 1'équation de la droite (d), i.e. ax, +by, +Cc=0.

—_ = |ao +bB + ¢
Donc —(ax, +by,) =c et AM .n=aa +b - (ax, +by,)=aa +bB+c. Ainsi, HM = —————.

ROC 41: Barycentres ®

Prérequis : Définition vectorielle du barycentre
Proposition : Soit G le barycentre du systéme de points pondérés {(A Nof )} 1<i<p €t soit M un

n N n .
point quelconque du plan ou de l'espace; z o, MA = (ZGi )xMG.

i=1 i=1

Démo : Zaim :(Xll\ﬁ;+d2|\7&+...+dn|\7&;

i=1
=aMG+a GA +a, MG+a ,GA +..+a MG+a GA = (o +d,+..+a MG

ROC 42 : Systéme d'équations paramétriques d'une droite 9

Proposition : Soit (d) la droite passant par le point A(Q;[3;Y) et de vecteur directeur G(a; b;c) ;
X=a+at

M (X; y; z) J(d) si et seulement si s y =B +Dbt , ott t est un nombre réel.

z=y+ct

X—o =at
Démo: M(xy;2)0(d) = AM etucol. = ZOR, AM =tu = X0OR,{y-B=bt.
z-y=ct



