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DEVOIR SURVEILLE 3 :
CORRECTION

ﬁExerciceI:
za=1  zp=3+4i zc=2V3+i(-2-V3) zp=-2V3+i(-2+V3)

P . , 2n
1. a. L'écriture complexe de la rotation de centre A et d’angle 3 est:
/ _ iz / _ iz
Z—zp=e3(z—zp)=>z-1=e3(z-1)
Donc I'image du point B a pour affixe

j2x 2m .. 27 .
Zzg = e3(zp—-1+1= cos?+lsm? B+4i-1)+1

(—l+i§) 2+4i)+1
2 2

—1-2i+iV3-2V3+1
—2V3+i(-2+V3)=2zp

Donc D est bien I'image de B par la rotation demandée.

b. Onadonc |zp—z4l = e/ % (z5 — 24)| <> |z — 24| = €' 3 ||(z5 — 24)] <> AD = AB
Les points B et D sont a égale distance de A. Ils sont donc sur le cercle de centre A et de
rayon AB = |zp —za| =12+ 4i| = v4+16=v20

3
2. a. Lécriture complexe de I'homothétie de centre B et de rapport 3 est:

3 3
Z’—ZB=§(Z—ZB)(=>Z’—(3+4I'):E(Z—(3+4i))
Donc I'image du point A a pour affixe
, 3 . .3 . .
zZ, = E(ZA—(3+4Z))+(3+41):5(—2—4Z)+3+4l
= -3-6i+3+4i=-2i

Donc F est bien I'image de A par 'homothétie demandée.
b. Laffixe du milieu de [CD] est

zZp+zc  —2V3+i(=2+V3)+2V3+i(-2-V3) —4i
2 2 )

:—Zi:ZF

Donc F est le milieu de [CD].
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zc—zp _ 2V3+i(-2—-v3)—(-2i) 2vV3-iv3 1-2i

Za—28 1—(=20) 1+2i 1-2i
2v3-4ivV3-iv3-2v3 —5iV3 )
= 5 = 5 :—l\/§

7
_i_
Or—-iv3=v3e 2.Dou:

On a alors que

Donc (FA; FC) = —g 27,

On en déduit que (AF) L (CF).

Comme de plus F est le milieu de [CD] on a méme (AF) L (CD).
D’ou (AF) est donc la médiatrice de [CD].

3. On place les points A, B et F dans le repére.
On trace la perpendiculaire A a (AF) passant par F.
On trace le cercle de centre A et de rayon AB.
Ce cercle coupe la droite A en deux points qui sont C et D.
Pour savoir lequel est lequel, on regarde le signe de leur partie réelle.

@7 Exercice 2 : Amérique du Sud, Novembre 2007

1. a. Sachant que ¢ : x — e* définie sur R vérifie ¢’ = ¢, montrons que la fonction f définie sur

R par f(x) = e** est solution de I'équation y' = ay.
Pour tout réel x, f(x) = ¢(ax). f est donc une fonction dérivable.
De plus, pour tout réel x, f'(x) = a¢'(ax) = ae™ = af (x).
f est donc solution de I'équation y' = ay

b. Si g est une solution de I’équation y’ = ay, alors, pour tout réel x, g'(x) = ag(x).
Soit h la fonction définie sur R par h(x) = g(x)e”**.
La fonction & produit de fonctions dérivables est dérivable et, pour tout réel x :

ax ax

h'(x) = g' (e —age ™ = agxe” ™ —agxe ™ =0

Donc k' est nulle sur R et & est une fonction constante.

c. D’apres 1.b., si g est solution de y’' = ay alors g vérifie la propriété :
pour tout réel x, h(x) = g(x)e”** =K < g(x) = Ke?*.
Réciproquement, si g est définie sur R par g(x) = Ke?* alors , pour tout réel x, g'(x) =
aKe™ = ag(x). g est donc solution de I'équation y' = ay.
Donc les solutions de I'équation y’ = ay sont les fonctions définies sur R par f(x) = Ke%*,
avec K € R.
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2. (B):y' =2y+cosx.

a. fo(x) =acosx+bsinx. fysomme de fonctions dérivables est dérivable et
fo(x) = —asinx+ bcos x.
fo est solution de (E) si et seulement si :

fox)=2fp(x)+cosx <= —asinx+bcosx=2(acosx+bsinx)+cosx
<~ (a+2b)sinx+(2a—-b+1)cosx=0 quel que soit x réel.

Pour que cette égalité soit vérifiée, il suffit que

2a-b+1 = 0 — 2a-b = -1 — -5b = -1
a+2b =0 a = -2b a = -2b
1
b = g
— 2
a = —-=
5

2 1
Conclusion : 1a fonction définie sur R par fy(x) = ~z cos X+ = sin x est une solution de (E).

b. D’apres 1. c. Les solutions de 1'équation différentielle (Ey) : y' = 2y sont les fonctions
définies sur R par f(x) = Ke?*, K€ R.

c. f estsolution de (E) si et seulement si, pour tout réel x, (1) : f'(x) =2f(x) +cosx.
Comme f est aussi solution de (E), ona f;(x) = fo(x) + cosx:
Par différence membres a membres

1) <= [0 - fy@=2(f(x) - fox))
et par linéarité de la dérivabilité :
() <= (f&) - fol0) =2(fx) - fox)

ce qui signifie que f — fj est solution de (E).

d. D’apres 2. b., on a donc f est solution de (E) si et seulement si, il existe un réel K tel que,
pour tout réel x,

2 1
fx) - folx) =Ke* = f(x)= —gcosx+gsinx+Ke2x

2 1
e. k estsolution de (E), donc k(x) = ~z CoSXx + = sin x + Ke?*.

1 1
Ork(g):o — g+Ke”:0 — K:—ge‘”.

1

2 1
Onadonc k(x) = —=cosx + —sinx — —e>* 7,
5 5 5
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@7 Exercice 3 : Antilles 2010

On considere la suite de nombres réels (u,) définie sur N par :

1 1
u=-1, uy = 5 et, pour tout entier naturel n, U, = Uy — 7 Un-

1 1 3
=4 —-—= -,
2 4 4
Deplus up —u; =

1. U

= uj — Up, par conséquent la suite (u,) est arithmétique.

DN w

#

e

U, 3 u 1
Enfin — = 3 £ = —5 par conséquent la suite (u,) n'est pas non plus géométrique.
ur Ug
1
2. On définit la suite (v,) en posant, pour tout entier naturel 7 : Up=Upsl — 3 Uy.

1 1 1
a. Calculervozu1—5u0:§+ =1.

2
b.
1

Un+1 = Unt2 — Eun+1

1 1
un+1_2un_5un+l
1 1
= —Uu ——Uu
2 n+1 4
1( ! )
—\u ——U
2 n+1 2 n
1
= —Un

2

n

1 1
c. Comme v,;41 = 3 v, la suite (v,) est géométrique de raison 7

1

d. Par conséquent v, = on

3. On définit la suite (w;) en posant, pour tout entier naturel 7 :

Up
w” = —.
Un

U -1
a. Calculer wy = 2=,
Vo 1

1
b. En utilisant1'égalité u,,, = v, + > un etle résultat de la question 2.(b), on a:

1
Un+—-U
L Upyr M2 Un
wpa = o 2 gy
Un+1 i Un
n

2

c. Comme wy4+ =2+ wy, (Wwy,) est une suite arithmétique de raison 2.

d. Par conséquent w, = wyo+nr=-1+2n.
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4. Pour tout entier naturel n

1 2n-1
un:vnanzﬁx(Zn—l): on
k=n
5. Pour tout entier naturel 7, on pose : S,, = Z U = Uy + Uy + -+ + U,. Notons & (n) la propriété :

k=0

2n+3

Sn = 2 - .

21’1
e e 2x0+3 L :
— Initialisation : Sy = uy = —1 et 2— ——— = —1 donc la propriété & est vraie pour n = 0, par

20
conséquent elle est initialisée.
— Hérédité Supposons que & soit vraie pour un certain n, montrons que & est vraie au rang
n+ 1. On veut donc montrer que :

2(n+1)+3
Sn+1:2_2n—+1
Ona:
B ., 2n+3 2(n+1)-1_ _ 4n+6 2n+1 _ 2n+1-4n-6 _ 4n+6-2n-1
Sn+1 = Sptlne =2- on + on+l =2- on+l + on+l + on+l =2- on+l
B 2(n+1)+3
Sn+1—2—2nT

Par conséquent la propriété & est vraie au rang n + 1, et donc on a pour tout entier n € N :

2n+3
2}’1

Sn:2_

Exercice 4 :
Partie A : Recherche de primitives

5 2

1. Ona F(x)=3— -5—+x——+cavecceR.
5 2 X

Pour g(x), on reconnait la forme u'u" avec u(x) = x> — x+5et u/(x) = 2x - 1.

(x> —x+5)*
Donc G(x) = T +c,avecceR

!/
2. Onreconnait la forme avec u(x) = x2+1et u'(x) =2x.

u
2V/u
2x
Donc h(x) = ————=x3 et H(x)=3Vx?+1+cavecceR.
2vVx2+1

On cherche ctelque H0) =1 < 3V0?+1+c=1 < 3+c=1 < c=-2.
D’ou H(x) =3Vx?+1-2.

Partie B : Etude de fonctions
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1.

im = lim .
x—+002x+1 x—+o02x 2
x-1 . 3x B 3

3x—1_ i 3x_3

De méme lim im — =
x—-002x+1 x—-002x 2

5
On a aussi lim1 Bx-1)= -3 et im 2x+1)=0.
x—’—z x—’—z

tendra vers 'infini.

. 3x
Donc le quotient
Pour savoir le signe, on étudie le signe du numérateur et du dénominateur.

Le numérateur tend vers =3 qui est positif.

Pour le dénominateur, on a x < -5 — 2x+1<0.

. 3x—-1
—oco et lim =

3x—-1
Finalement on trouve que lim = =
x——1" 2x+1

x_,_%+2x+ 1

3
. Les limites en I'infini nous disent que 4y admet un asymptote horizontale y = 3 en +oo et en

—0Q.
1 1
Les limites en 3 nous disent que ¢y admet un asymptote verticale x = — 3

, 32x+1)-23x-1) 5
3. Fl(x)= =
2x+1)2 (2x+1)?
4.
1
x —00 - +00
2
5
e~ + +
(2x+1)?
3
+00 -
2
F(x) 3 / /
— —00
2
5. V2 €] —00;1.5[ donc d’apres le tableau de variations de la fonction continue F, il existe une
unique solution a I'équation F(x) = v/2.
Elle se situe dans l'intervalle ] — 0.5; +o0l.
6. On constate que F'(x) = g(x) donc F est une primitive de g sur ] —0.5; +ool.
x —
La primitive cherchée est donc du type G(x) = 721 +couceR.
Ix2-1
On cherche c tel que G(2) =1 < 3ol +c=1.
X
Il suffit de prendre ¢ = 0. On a alors G(x) = F(x) sur ] —0.5; +ool.
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