Devoir Commun 5 TS

[ DEVOIR COMMUN 5 : )

EXERCICE 1 5 points

4 4
1. a. [1,5pt] Sile dé indique 1, alors la probabilité de gagner est de o Donc: pp, (G) = 0

4
2
Sile dé indique 2, alors la probabilité de gagner est de % =15 Donc: pp,(G) = 5
H
Sile dé indique 3, alors la probabilité de gagner est de —— = —. Donc: pp;(G) = —
(130) 30 30

b. [1pt] Ona

p(G) = p(GnDy)+p(GnDy2)+ p(GnD3)
= p(D1) x pp, (G) + p(D2) x pp,(G) + p(D3) x pp,(G)
23
pG) = 180

2. [1 pt] Un joueur a gagné la partie. Alors la probabilité qu’il ait obtenu le numéro 1 avec le dé est

p(Dl nNG) _ 12

pc(Dy) = W = g

3. [1,5 pt] Un joueur fait six parties. Comme il remet les boules tirées dans l'urne apres chaque
partie, les parties sont considérées comme indépendantes.
Appelons X la variable aléatoire désignant le nombre de parties gagnées. Alors, on répete de
maniere indépendante la méme expérience aléatoire (jouer une partie) a deux issues (gagner

ou perdre) 6 fois. Donc X suit une loi binomiale de parameétres 6 et 180"
Ainsi la probabilité qu'’il gagne exactement deux parties est :

6)|( 23 )? 23 \*
P(X=2)= = | x[1-=] ~0,14
2/\180 180

Pour déterminer le nombre minimal de parties qu'un joueur doit faire pour que la probabilité
d’en gagner au moins une soit supérieure a 0,9, résolvons :

PX=21)=209 < 1-PX<1)=209<<=1-PX=0=0,9
( zg)n
— 1-(1-—] =0,9
180

In(0,1)

In (135)

157
nln(—) <In(0,1) < n=
180

In(0,1
(—157)) ~16.8. Ainsi, le nombre minimal cherché est n = 17.

In ( 180
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EXERCICE 2 5 points
1. a. [0,5pt] B; est'image de B par '’homothétie de centre A et de rapport v/2, doncona:

B, = V2(zp—za) +2p = V22 -1 +i=2V2+i(1-V?2)

. [0,5 pt] Comme B’ est I'image de B; par la rotation de centre A et d’angle 7, alorsona:

Zp!

ei%(zBl—zA)+zA:(cos(Z)+1sm( ))(2\/_+1(1 V2) =) +i
(£+1£)(2\/_—1\/_)+1
= (2-i+2i-i9)+i=3+2i

2. a. [0,5pt]Ona Zp=(1+)zp+1=(1+i)x2+1=3+2i=zp.
Donc I'image de B par la transformation f est bien B’.

b. [0,5 pt] Un point M d’affixe z est invariant par f si et seulement si :

7=z = (+i)z+l=z < z+iz+1=z

— iz=-1
1 .
— Z=——7=1
i

Donc le point A est le seul point invariant par f.
c. [1.5 pt] Pour tout nombre complexe distinct de i,

zZ-z  (+dz+l-z iz+1 i+z
i-z i—-z Ci-z ><i+z
—z+iz*+i+z

izZ+i  i(Z*+1)

1-22 —(2Z+1)

MM |7 -z

Or =
MA i-z
Donc M’ appartient au cercle de centre M et de rayon AM.

De plus, (m, W) = arg ( zi’

=|-il=1 < MM =MA

)—ar (-)=-2
-z ) & 2

—_— > 7[
Ainsi M’ est le point du cercle de centre M et de rayon AM tel que : (M A, MM’ ) =——

3. a. [0,5 pt] Comme |z —-2| = V2 < BM = V2, alors I'ensemble X, des points M d’affixe z
vérifiant |z — 2| = /2 est le cercle de centre B et de rayon v/2.

b. [0,75 pt] De plus, Z-3-2i=1+D)z+1-3-2i=1+)z+1-20+)=010+D(z-2)
D’oui: |2/ —=3-2il=|1+1)(z-2)| =11 +illz—-2] = vV2|z - 2|
Donc si M appartienta Xy, [z—2| = V2 et
1z -3-2i|=V2xV2=2 < M'B' =2

Donc si M appartient a X1, alors M’ appartient au cercle de centre B’ et de rayon 2.
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c. [0,25 pt]
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EXERCICE 3
Partie A :

Soit f la fonction définie sur [0; +ool par f(x) = xIn(x + 1)
1.

5 points
a. [0,5 pt] f est dérivable sur [0; +oo, et

f'(x)=In(x+1)+ L
. X
Or sur [0; +oo[, In(x+1) =0 et —— =0, donc f'(x) = 0.

x+1
Ainsi f est croissante sur [0; +ool.

b. [0,5 pt] Léquation de la tangente Ty a 4 au point d’abscisse 0 est y = f'(0)(x —0) + f(0).
Comme f'(0) =0 et f(0) =0, alors Ty : y = 0, donc c’est ’axe des abscisses.
2.

a. [1 pt] Déterminons les réels a, b et c tels que pour tout réel x # —1:
2

c
1 =ax+b+——

¥  (ax+b)(x+1)+c
D et =
+1 x+1

x+1
— x*=ax’*+(a+b)x+b+c
a=1 a=1 x2
Donc{ a+b=0 < <{ b=-1 Ainsipourtoutréel x #-1: ——=x—-1+ ——
b+c=0 c=1
b. [1 pt] Ainsi

x+1

1 x2 1 1
I:f —dx = f(x—1+—)dx:
0o x+1 0 x+1
1

——1+
2

1

Exz —x+In(x+1)

0

1
In01+1)-(0—-0+In(1)) =—=+1n2
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3. AptlOna o =[] f(x)dx=f) xIn(x+1)dx.

1
u'(x)=x u(x) = =x2
Intégrons par parties : 2 1
v(x)=lnx+1) V(x)=——
x+1
1 Dot &2
Donc o = |=x*In(x+1) —f ———dx
2 o Jo 2x+1
1 L
= |=x*In(x+1)| —=I
2 0 2
1 1( 1 1
= —-In2--|—-=+In2|=-u.a
2 2\ 2 4
1 1
Partie B : [1 pt] Upt1—Un = fx"+lln(x+1)dx—f x"In(x+1)dx
0 0

1
f (x™'In(x+1) — x"In(x + 1)) dx
0
1
= f (x"(x— Din(x+ 1)) dx
0
Maissur [0;1], x" =20, x—1<0etln(x+1) =0, donc x"(x—1)In(x+1) <0. Donc
1
Up+1 — Un :f (x"(x—=DIn(x+1)) dx <0 < ups1 < up
0

Ainsi la suite u est décroissante, comme de plus, u est minorée par 0 alors la suite u converge.

EXERCICE 4 6 points
Partie A
3ei ei 3ei 3 3e 3
1’ [0)5 pt] f(x) = X x X X X x X = X
2+ei e’ 2ei+ei”s 2ei+ed 1+2e7%
2. [0,5pt] Comme lim ——=-occet lim eX = 0, alors lim e 1 =0.
x—+o00 4 X——00 X— +00
D . li =—=3.
onc:  lm f00=115%0
Par un raisonnement analogue, on obtient lim f(x)=0.
X——00

1 x
3. [1 pt] f estdelaforme 3 x > avec v(x) =1+ 2e™ 2 dérivable sur R.

|
s

- 1 & 1

Donc f est dérivable et f’ est de la forme 3 x > avec v'(x) =2 x (—Ze Z) = —Ee
3

f’(x)=3><—=§><

Comme pour tout réel x, e 1> 0, alors f’(x) > 0. Ainsi f est strictement croissante sur R.

Partie B
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1. a. [0,5pt] Les solutions de I'’équation différentielle (E;) sont les fonctions y définies par :

t
y(t) = Ket avec K constante réelle.

b. [0,5 pt] Comme g est une solution de I'’équation différentielle (E,), alors g(¢) = K et
Donc g(0) = Ke% =Korg(0)=1doncK =1. Ainsi g(1) = el
c. [0,5 pt] La population dépassera 300 rongeurs pour la premiere fois lorsque

g=3 = e£>3<:>ln(e£)>1n3

=1n3

=4In3 =4.39

t
— —
4

— 1

La population dépassera 300 rongeurs la 5¢ année pour la premiére fois.

1 "(t
2. a. [1pt] h(t)=—— surR, alors h'(t) = — uin)

sur R. On adonc:
u(t) u?(t)

) ) W 111
Wo=—2h+ = w4 w12

(E3): 12
h)=1 — =1
u(0)
=L 1 5 ,ou® U
u0) =1 u(0) =1

Comme nous avons procédé par équivalence, la fonction u satisfait aux conditions (Ey) si
et seulement si la fonction & satisfait aux conditions (E3).

1 1
b. [1 pt] Les solutions de I'équation différentielle y’ = ~1 y+ B sont les fonctions y telles

L
que: y(f) = Ce 1- 1—21 =Ce 1+ % avec C constante réelle.

1
. _r 1
Ainsi h(t) = Ce 4+§.

1 2
Orh(O):ldoncCe‘%+§:1 — C:§. D’ou h(t) =

1
Comme u(t) = —— on en déduit u(¢) = 1 =

c. [0,5 pt] Dans ce modele, la taille de la population étudiée lorsque ¢ tend vers +oo s’ap-
proche de 3 (Ce calcul a été effectué dans la partie A).
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