CHAPITRE 7

TS

TITRE : « Faites le mur »

AUTEUR : BANKSY

PRESENTATION SUCCINTE DE L’AUTEUR ' Faites le mur! est un film (?)
ou un documentaire (documenteur !) réalisé par Banksy, sorti en salle le 15 décembre
2010. Thierry Guetta, un commercant francais excentriqgue, documentariste amateur
vivant a Los Angeles, présenté dans le film comme le cousin de l'artiste Space In-
vader, aurait amassé une considérable archive d'interviews et d’action de Zevs, Shep-
ard Fairey, André etc. A mesure qu'il filme de maniére compulsive la nouvelle généra-
tion de I'art urbain, son obsession pour Banksy, le célebre pochoiriste britannique se
fait plus dévorante. lls se rencontrent enfin. Banksy incite Guetta - au vu de la médi-
ocrité de ses productions audiovisuelles - a se tourner vers I'art urbain. C’est alors que

nait l'artiste Mr Brainwash.

| UM FILM DE

Banksy

L B

Document réalisé a I'aide de IATEX
Auteur : C. Aupérin
Site : wicky-math.fr.nf
Lycée : Jules Fil (Carcassonne)

28 janvier 2011 c.auperin@neuf.fr


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:c.auperin@neuf.fr

Table des matiéres

[) Diverses Présentations 1
[-1 Historique : transformant les produits ensommes . . . . . . . . . . . .. .. 1
-2 Primitive de lafonction inverse . . . . . . . . . e 1
[-3 Réciproque de la fonction exponentielle . . . . . . . . . ... 2
II) Propriétés algébriques 3
1) Variations et courbe 4
-1 Sensdevariation . . . . . . . . . e e 4
[lI-2 Continuité et dérivabilité . . . . . . . . . . . e 5
-3 LIMItES . . . o o o e e e e 7
IlI-4 Représentation graphique . . . . . . . . . . e e e 8
IV) Autres nouvelles fonctions 10
IV-1 Les fonctions «logarithme » . . . . . . . . . . e e 10
IV-2 Les fonctions « exponentiellesde base a» . . . . . . . . . . . . . ... e 10
IV-3 Les fonCtions puUiSSaNCeS . . . . . . v v o o e e e e e e e e e 12

« Télécharger c’est tuer l'industrie, tuons les tous »
THURSTON MOORE (SONIC YOUTH)



Logarithme népérien et
Chapitre 7 wicky-math.fr.nf autres nouvelles fonctions

LECON 7

Logarithme népérien et

autres nouvelles fonctions

Résumé

Trés utile, le logarithme népérien permit aux mathématiciens de transformer les produits en sommes, simpli-
fiant ainsi grandement les calculs. Mais ce n’est pas tout...
Comme souvent en mathématiques, un méme objet (ici le logarithme népérien) peut étre défini de différentes
maniéres (nous en verrons trois) en aboutissant malgré tout aux mémes propriétés : le procédé de fabrication
change, mais le produit fini est le méme.

I) Diverses Présentations

I-1 Historique: transformant les produits en sommes

En STG, on présente le logarithme népérien historiquement, ie comme solution de I'équation fonctionnelle
flaxb)= f(a)+ f(b)

Au début du XV 1I¢ siécle, afin de faciliter les calculs auxquels étaient confrontés les astronomes, navigateurs,
financiers, etc, les mathématiciens cherchérent a transformer les produits en sommes. Il est en effet plus aisé de
calculer 113 + 254 que 113 x 254. Cela revenait donc a rechercher les fonctions f vérifiant f(ab) = f(a) + f (D).
En 1614, John NAPIER (en francais Jean Néper..) établit des Tables de logarithmes (complétées au fil des ans par
des mathématiciens). A partir de deux nombres a et b :

— on lit dans la table In(a) et In(b) a | In(a)

— on calcule facilement In(a) + In(b) 3 | 1.09861

— on cherche dans la table quel logarithme vaut 4 | 1.38629
cette somme,

— on lit alors dans la table le nombre correspondant. 12 | 2.48490
Il s’agit de ab'!

C’est le début de la régle a calculs, trés précise et permettant toutes sortes de calculs.

I[-2 Primitive de la fonction inverse

Avant 2005, on présentait en S le logarithme comme la primitive de la fonction inverse sur R**,
En effet, on montrera que si la fonction inverse admet une primitive (elle est continue sur R**, donc c’est bien le
cas), alors cette fonction vérifie I'équation fonctionnelle de John.

C. Aupérin TS 1/14

Lycée Jules Fil 2010-2011


http://www.wicky-math.fr.nf

Logarithme népérien et
Chapitre 7 wicky-math.fr.nf autres nouvelles fonctions

I-3 Réciproque de la fonction exponentielle

Désormais en S, on aborde la fonction logarithme comme la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

On se rappelle que la fonction exp est continue et strictement croissante de R dans R**.
En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires, on sait alors que pour tout y > 0, il existe un unique x € R,
antécédent de y par la fonction exp, ie tel que e* = y. On dit que la fonction exponentielle est une bijection de R
dans R**.
Gréace a I'unicité, on peut définir la fonction qui & y associe x. On 'appelle fonction réciproque de I'exponentielle. I
s’agit aussi d’une bijection, mais de R** dans R

In

Remarque : On adonc VyeR"™, ef=y<—x=Iny

Définition 1 : Propriété
On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui a tout x > 0 associe I'unique solution de I'équation
e’ = x, d'inconnue t. On note ¢ = In(x) et on a donc

Vx>0, "W =x

La fonction In est appelée fonction réciproque de la fonction exp.

Remarques :
— Comme x =e! >0, In(x) n'a de sens que si x > 0. La fonction In est définie sur R** et & valeurs dans R.
Pour tout x € R, le nombre In (e*) est solution de e! = ¢* < x =t =1In(e"). D'ou

VxeR, In(e’)=x

En particulier In(e) =1 etIn(1) =0
Pour tous réels a et b strictement positifs on aln(a) =In(b) < a=>b

'@"Exemples :
Trouver les ensemble de définition des fonctions f et g définies par f(x) = In(x+3) et g(x) = In(x*> — x - 2).
Résoudre e* =5, In(x) =5 et e®" =3.

&7 Exercices du livre :
1a4p147
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II) Propriétés algébriques

@‘r Théoréme 1 :

La fonction In transforme les produits en sommes, ie pour tout a>0etb>0ona:

Inab=Ina+1Inb

@ Preuve

La fonction exponentielle transforme les sommes en produits donc e?4+Inb = glnaglnb — 41 En appliquant
le logarithme & cette égalité on obtient :
Ina+Inb=Inab

-
@ Corollaire 1 :
Pour tous a et b strictement positif et pour n€ Zon a:

1. ln(l) =_Inb 3. In(a™) = nin(a)
b

1
2. ln(%):lna—lnb 4. ln\/_:;lna

@ Preuve

1 1 1
1. D’apres le théoréme on a lnb+lnz =Inb x 5 =In1=0.Dou ln(—) =—-Inb

.

2. Ona: 1
a
ln(g) :lna+lng =lna-Inb

3. On veut déja démontrer «In (a”) = nln(a), VneN».
— Initialisation : Pour n =0, In(a®) =In1 =0 et 0 x }(a) = 0. Donc la propriété est vraie.
— Hérédité : On suppose qu'il existe un certain n tel que In (a”) = nlna.
Regardons ce que vaut In (a"*!). Ona:

ln (an+1)

In(a" x a)
= In(a")+Ina  dapres le théoreme
= nlna+Ina d'aprés I'hypothése de récurrence

= (n+1In(a)

La propriété est donc initialisée et héréditaire, par conséquent pour n € N on a In (a™) = nln(a).
Si désormais n <0, alors —n>0et:

n

1
Ina” =In— =-Ina™"=-(-nlna) = nlna

a

1
InA=InvVAvVA=InvA+Inv21=2InvVA=InVA = E1nA
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'@"Exemples ;
1. Ecrire a l'aide de In2 et In3 les nombres A =1n144 et B=1n81+1n3v3
2. Résoudre dans R 'inéquation In(5 — x) > 2In(x + 1). Penser au domaine de validité
3. Une voiture perd en moyenne 15% de valeur en un an. Au bout de combien d’années a-t-elle perdu la

moitié de sa valeur ?

gf Exercices du livre :
5+6+9+10p147+12a14

III) Variations et courbe

III-1 Sens de variation
&% Théoréme 2 :
La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0; +ool i.e

O<a<b<Ilna<lnb

@ Preuve

On sait que pour tous a et b strictement positifs on a a = e™% et b = ¢’ Donc :

O<a<b

O<elna<elnb

<~ Ilna<Inb caret<eP <= A<B

Ainsi nous venons de démontrer que le logarithme népérien est une fonction strictement croissante sur
10; +oo0l.

'@"Exemple ;
Résolvons I'inéquation suivante In(5 — x) <In(3 —2x)
— Domaine de validité : Cette équation est définie pour tout x vérifiant

3 <:>x<3
2

5-x>0 x<5
—
3-2x>0 x<5

3
— Résolution : Ainsi pour tout x < 2 ona:

In5-x) <In(3-2x)
— b5-x=<3-2x

3
— x=<-2 ce qui est bien inférieur a 2

Lensemble des solutions .¥ de (I) est . =] — oo; —2]

Remargue : Onaalors Inx <0 <= In(x) <In(l) < x€]0;1].
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gf Exercices du livre :
16 219 p 148

III-2 Continuité et dérivabilité
&% Théoréme 3 :
La fonction logarithme népérien est continue et dérivable sur ]0; +oo[ et sa dérivée est :

(Inx)' = 1
x

/Preuve Hors Programme
Admettons dans un premier temps que In est dérivable sur ]0, +oo| et notons provisoirement In’ sa dérivée.
Nous savons que exp(ln x) = x. En dérivant membre a membre on obtient

In'(x) xexp(Inx) =1 < In'(x) xx=1 < In'x=1/x

Pour démontrer que le logarithme népérien est dérivable sur ]0; +ool (ce qui impliquera qu’elle est continue
sur ]0; +oo[), on procede en 2 étapes :

1. Montrons que In est continue en 1 i.e que lirnllnx =Inl1=0.
X—
Pour tout x > -1, on a

efzx+1l = Ine®zhnx+1) < x=zlnx+1) < X-1=InX)

enayant posé X =x+1. Donc 0 <InX < X —1 pour tout X > 0.

D'aprés le théoreme des gendarmes, on a alors lirr% Inx =0 =In1. Donc la fonction In est continue
X—

enl.

, . In(a+h)-Ina . o
2. Etudions lim — (on considére h assez proche de 0 pour que In(a + h) soit défini).

h—0

1n(a+h)—lna:1n(a+h) :ln(1+ﬁ)
a a

h h
PosonsH:In(1+—)<:>eH:1+—<:>h:a(eH—1).
a a

La fonction In étant continue en 1, on a lim H = lim In

h
1+—) =In(1) =0.
a

h—0 h—0
D’ou
. In(a+h)-Ina .
lim = lim
h—0 h H—0 a(e —1)
el . In(a+h)-lna 1 1 1
Or, lim =1.Donclim——=— x — = —,
H—0 h—0 h a 1 a

1
La fonction In est donc dérivable en tout a > 0 et son nombre dérivé est —.
a

Remarques :
— On retrouve de suite le sens de variation démontré précédemment.
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— Lapproximation affine de la fonction & — In(1 + k) au voisinage de 0 est

Inl+h) = In)+hln'(D)
1
~ 0+h-
1
In0+h) = h

— Latangente a la courbe représentative de la fonction In au point A(1;0) est la droite d’équation

Ti:y = Inx-1D+1nQ)
= 1(x-1+0
Ti:y = x-1

@ Propriété 1 :
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et strictement positive alors :

!
(Inw) = v
u

/Preuve
On sait que
(vow) =v'(w) xu

On appligue ce résultat pour v = In.

@ Propriété 2 :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I qui ne s’annule pas sur I. Une primitive sur I de la fonction
!

u .
— est la fonction In | u|
u

/Preuve
Comme u est dérivable sur I, elle est continue sur I. De plus elle ne s’annule pas sur I donc elle ne change

pas de signe sur 1.
On peut alors dériver In|u| en considérant le cas u > et le cas u < 0.

'@"Exemples :
1. Déterminer les fonctions dérivées des fonctions définies par :
a. f(x)=1In(x?-9) sur3;+ool. b. g(x) = ln(x—Z) sur 12 400
x+2
) L ) In(x) -1 ) 1
2. Etudier le sens de variation de la fonction f : x — ———— sur l'intervalle I = | —; +o0
In(x)+1 e

% Exercices du livre :
22 p 148
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III-3 Limites
'{g‘r Théoréme 4 :
Limites aux bornes de son ensemble de définition ]0; +oo[

lim Inx=+oo et lim Inx = -0
X—+00 x—0*

Ainsi la représentation graphique de la fonction In admet une asymptote verticale d’équation x = 0 mais

n'admet pas d’asymptote horizontale.

@ Preuve

Soit M € R**. Posons A = eM, comme la fonction In est strictement croissante sur R** on a :

Vx>A=Inx>InA=M
Quelque soit le réel M, il existe un rang au dela duquel In x = M, ce qui prouve que

lim Inx=+o0

X—+00
De plus,
. . 1 .
limInx= lim In— =- lim Inx=-o00
x—0+ X—+00 X X—+00
N ! 7
" Exemple :

Déterminer les limites suivantes :

'{ﬁ‘r Théoréeme 5 : Autres limites faisant intervenir le logarithme népérien
. Inx . Inx .

1. lim — =0 et lim — =0,avec neN
xX—+o00 x x—+oo xN

2. lim xInx=0 et lim x"Inx =0, avec n e N*
x—0% x—0*
. Inx

3. lim——=1
x—1Xx—

Remarque : On retiendra gqu’en +oo et en 0, toute puissance de x I'emporte sur In(x).
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&Preuve

1. On pose X =In(x). Lorsque x tend vers +oo, on a alors que X tend vers +oo et

. Inx X
Iim —= li —
X—+o00 X X—+o00 eX
eX
Or lim — =+oco<= lim —X:O Donc
X—+o00 X—+0 e
. InX
lim — =0
X—400 X
On en déduit alors pour n =2 que
Inx 1 Inx

m — = lim x—=0x0=0
X

1
x=to00 x"  x—+oo xN~1

1
2. Onpose X = —. Lorsque x tend vers 0" alors X tend vers +oco et :
by

1 1 In(X
lim xInx= lim —Iln—=- lim n ):—O:O

x—0+ X—+00 X—400 X

On en déduit alors pour 2 = 2 que

lim x"Inx= lim x* 'xxInx=0x0=0

x—0* x—0*
. Inx . Inx-In1 , 1
3. lIim——=lim————=In(1)=-=1
x—1x—-1 =x»-1 x-1 1
'@"Exemples ;
Déterminer les limites suivantes
. In(x+1) . x ~ Inx
lim — : im — Inx ; lim —
X—+00 X x—+ooxc 4+ 1 X—+00 \/x
lim vxlnx ; lim In(x) x In(1 — x)
x—0* x—0*

&7 Exercices du livre :
23-24 p 148

III-4 Représentation graphique

Les courbes %exp et %1, sont symétriques par rapport a la droite A d’équation y = x (cf DM 7), par conséquent,
on peut tracer la courbe représentative de la fonction In :
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X 0 1 e +00
Signe
1
de — *
X
Y +00
Variation ; / 1—
de Inx 0

—00

3 —+

V' (1e)
N
N
N
2+ AN
P %in
1
M
Cexp J
1 1
-2 -1 ¥
-1+
@7 Exercices du livre :
Annales & trouver
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IV) Autres nouvelles fonctions

Dans cette partie, a désigne un nombre réel strictement positif.

IV-1 Les fonctions «logarithme »
< s gm ng
Définition 2 :
On appelle logarithme de base a la fonction, noté log,,, définie sur R** par :

In(x)
In(a)

log,(x) =

Remarques :

Ces fonctions ont les mémes regles de calculs que pour le logarithme népérien.

Elles sont aussi continues et dérivables sur R™*, puisqu’elles sont un multiple de la fonction In

La fonction logarithme en base e correspond au logarithme népérien.

Ces fonctions permettent de simplifier des calculs. Grace a elles, on sait que le plus grand hombre premier
connu a ce jour (232582657 _ 1) posséde prés de 10 millions de chiffres !

IV-2 Les fonctions « exponentielles de base a »
’ 7 e e
Définition 3 :
On appelle fonction exponentielle de base a la fonction, notée exp,,, définie sur R par :

expa(x) — exln(a) — eln(ax) =a*

Remarques :
— Larelation In(a™) = nln(a) pour n € Z se généralise a : In(a*) = In (e*"@) = xIn(a) pour x € R
— Pour a=1ona 1% = exp; (x) = e**I"W = ¢0 = 1 pour tout x € R

-
é\ Propriété 3 :
On retrouve les régles sur les exposants entiers. En effet, pour tous a, b € R** et pour tous x, yeR:

1. a**V =a*a¥ 3. (ab)* = a*b* 5 (ﬁ)x _ @
, , s ax ' b bx
L 2. (a®* =a** 4. a =3
/Preuve
On applique simplement la défintion et les propriétés des fonctions In et exponentielle. Montrons les deux
premiers pour exemple :
1. (ax)x’ — (exlna)x/ — ex’xlna — axx’
2 ax+x’ — e(x+x’)lna — exlna+x’lna — exlnaex’lna — axax’
C. Aupérin TS 10/ 14
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'@"Exemples ;
Simplifier
2—3,126,4 \/E \/z 5151

&Attention !
On ne peut pas considérer des exposants réels pour des nombres négatifs! Sinon, on arrive a montrer ce

genre de chose

1

=D = P = (1Y) =1 =1

PN

o Théoréme 6 :

La fonction exp,, est dérivable sur R et pour tout réel x on a :

expl (%) = (a®) = (In(a))a*

/Preuve
§ Cette fonction est une composée de fonction dérivable sur R donc elle I'est aussi.

De plus, elle est de la forme e,

@ Corollaire 2 :
— Si a>1 alors la fonction exp,, est strictement croissante sur R.
— Si0<a<1 alors la fonction exp,, est strictement décroissante sur R.

@Preuve

$ Pour toutréel x, a* >0.Etsia>1onaln(a)>0,si0<a<1onaln(a)<0.

@ Proposition 1 :

— Sia>1lalors lim a*=+o0 et lim a*=0
X—+00 X——00
— Si0<a<lalors lim a*=0 et lim a* = +oc0
X—+ X——00

@Preuve

— Sia>1alorsIn(a) >0donc lim xIn(a) = +ocoet lim a*= lim ¢"™@ = 4+
X—+00 X—+00 X—+00
De méme, lim xIn(a) = —coet lim a*= lim @ =g
X——00 X——00 X——00
-~ Si0<a<1alorsln(a)<0donc lim xIn(a)=-ocoet lim a*= lim *™@ =0
X—+00 X—+00 X—+00
De méme, lim xIn(a) = +coet lim a*= lim @ = 400
X——00 X——00 X——00
Par conséquent :
C. Aupérin TS 11/ 14
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- Sio<A<l1 - SiA>1
X —00 0 1 +00 X —00 0 1 +00
Signe Signe
de f](®) de () "
+00 — Y \l - +00
Variation 1 v Variation v A
Nous avons représentés les courbes des fonctions f, g, h, j et k respectivement pour a=2, a=e, a = %
3 2
a=—-eta=—.
2 3
0T fo et
- 6n:x—0.5%
. [y . " . 8 —+
%f Tx 2%
. 6 —+
. 4 —+
Cr:Xx— %
. . . 2 —+4
‘]
I ; 1 1 % } % 1 1 1
5 -4 3 -2 1 O] 71 2 3 4 5
'@"Exemples ;
Résoudre 55 —517% =4, 22X <ol 3,4¥ 9= px
IV-3 Les fonctions puissances
‘ 7 e e
Définition 4 :
Soit @ un réel. On appelle fonction puissance la fonction f, définie sur ]0;+oo[ qui a x associe le réel
Ja(x) = x“
Remarques :
C. Aupérin TS 12/ 14
2010-2011
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— Dans la pratique on note f,(x) = e®!*,
— On note, du coup, la nécessité de définir la fonction sur ]0; +oo

'@"Exemple ;
fé(x) — x3 — e3lnx et fn(x) =x" = enlnx

'{ﬁ‘r Théoréme 7 :

| Les fonctions puissances sont dérivables sur ]0; +oo[ et f}(x) = ax®~!

@ Preuve

a a
g falx) = e¥nx f(;(x) = Zealnx _ 2 o X _ pya-l
X X

O Exemple :
?

fu(x) = X1

1 1 .
Remarque : x+—— e» Inx n'est pas définie en 0 mais lir%en In x = 0, la fonction admet donc un prolongement
X—
par continuité en 0.

Définition 5 : Propriété
Pour tout réel positif a et pour entier naturel non nul 7, il existe un unique réel positif x tel que x" = a.
Ce réel est noté {/a et s’appelle la racine n-iéme du réel positif a. On a :

Y0=0 et poura>0,Va=an

@Preuve

La fonction x — x™ est continue et strictement croissante de R* dans R*. D’aprés le corollaire du théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe donc une unique solution & I'équation x” = a dans [0; +oo[, notée /a
par définition.

De plus si a =0, on a bien 0" = 0. Donc 0 est solution aussi. Par unicité, on a Y/0=0.

. . 1\n 1 .y . 1
Si a >0, on a aussi que (m) =an*" = g' = a. Par unicité de la solution on a {/a = an

'@"Exemple ;
Simplifier I'écriture du réel

A=V162x V216
'\@"Exemple ;
1. Déterminer la fonction dérivée de la fonction f: x — {/x sir ]0; +ool.
2. Etudier les variations de la fonction g: x — VxZ — 4 sur lintervalle [2; +oo.

On a tracé les courbes des fonctions f, g, h, j et k respectivement pour a = 2 (bleu), @ = —1 (rouge), @ =0
(vert), &« =1 (cyan) et & = 0.5 (noir) :
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4 —+
2 —+
J Cg:x—x1
} } % % % {
-1 0 i 1 2 3 4 5
@7 Exercices du livre :
??
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