Chapitre 2 wicky-math.fr.nf Suites et récurrence

[ EXERCICES : SUITES ET RECURRENCE )

Exercice 1. On définit la suite (u,) sur N par :

{ Up=a
Un+1=V1+uy

oltac€ [—1;+o0l.
Al'aide d’'un raisonnement par récurrence, étudier la monotonie de la suite (u,,) !

Ug = 1
Exercice 2. Considérons la suite (u,,), définie pour tout neN, par: { u; =2

Un+2 = dUp+1 —6Up
Démontrer que pour tout n € N : u, =2"

2x2+1
Exercice 3. Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = .5
1. Etudier les variations de f sur R*
2. Dresser le tableau de variation de f.

3. On considere la suite définie par : u, = f(n).
Déduire de ce qui précede que le sens de variation de la suite (u;,) et ses éventuelles bornes.

Exercice 4. Démontrer que chacune des suites (u;) est minorée mais non bornée :

1 _n+l n?%+cosn
= 2. Uy =
n+

Exercice 5. On considere la suite (u,) définie, pour tout entier naturel n, par :

ug=0
Un
Un+1 =
uz+1

1. Démontrer que la suite (u,) est a termes positifs et étudier son sens de variation.

2. En déduire que la suite (u,,) est bornée et préciser un majorant et un minorant.

Exercice 6.
1. Etudier la limite de la suite () ot u, = (-1)" +n

2. Que penser de I'affirmation suivante : « Toute suite divergente vers +oo est nécessairement croissante. »

1. On comparera les valeurs ug et u; suivant les valeurs de a.
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u0=1

Up+i1 =VA4Up+5

Exercice 7. On considere la suite (u,) définie, pour tout entier n, par : {

UG frovrrm i

Up oo i

up b A y

~.

N
I
7 U 5] Uz Uz 5

1. a. Al'aide de la représentation graphique ci-dessus, ou f est définie par f(x) = v4x + 5, conjecturer le
sens de variation et la limite de (u,,)

b. Montrer que la suite (u,) est croissante.
c. Montrer que la suite (u,) est majorée par 5.

2. a. Enutilisant la définition d'une suite convergente, montrer que si la suite (u,) converge vers [, alors
la suite (v,,), définie par v,, = u,+1, converge également vers /.

b. Soit (u,) une suite convergente vers [ définie par la donnée de son premier terme et la relation
Uni1 = f(uy), o1 f est une fonction continue en /2.
Montrer que f(I) =1

3. On se propose ici d’obtenir la limite de la suite (u,) de la premieére partie par deux méthodes différentes.

a. Méthode 1 : Déterminer la limite de la suite (u;) de la premiére partie en utilisant la question précé-
dente. (on admet que la fonction f est continue).

b. Méthode 2 : La représentation graphique ayant amené a conjecturer que (u,) converge vers 5, on
s'interesse a la suite de terme général v, =5— u,,.

i. Montrer que

v,
e S V25— v,
ii. En déduire, que pourtoutneN: .
O<sv,< (g) x4

iii. Conclure.

2. La continuité sera I'objet du chapitre suivant, on dit qu'une fonction f est continue en !/ si et seulement si liml f=f0
X—
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1
Exercice 8. On considere la suite définie pour tout n € N* par u, =Y}, a2

— Etudier le sens de variation de (u;,).
1

— < — .
o ok k-1 Kk
— En déduire que (u;,) est majorée par 2.

— Conclure sur la convergence de (i) 3

- Montrer que pour tout k=2 on a

1
Exercice 9. On consideére la suite définie pour tout n € N* par v,, = Zzzl T

Etudier le sens de variation de (v;,).

— Etablir que pour tout k=2 on a H < Py
En déduire que (v,) est majorée p'ar 3.

Conclure sur la convergence de (v,,).*

1

Exercice 10. On consideére la suite définie pour tout n € N* par w, =Y}, P
—_— =ln

Etudier le sens de variation de (wy,).

n
— Etablir que pour tout n e Nona wy, < il
n

En déduire que (w,) est majorée par 1.
Conclure sur la convergence de (wp,).°

Exercice 11. Moyenne arithmético-géométrique
Soit a et b deux réels tels a > b > 0. Soit (a,) et (by) les suites définies par :

ag=a et bo=b

an,+b
VneN, ap+1 = % et bp+1 =V anby

Le but de I'exercice est de démontrer que les deux suites convergent vers une méme limite.

1. a. Montrer par récurrence, que (ay) et (b,) sont positives pour tout n € N

; . 2 32
b. Montrer que, pour tout entier neNona: a, ,—b; =0
c. En déduire que, pour tout entier neNona:
ane1 = b et que a, = by,

d. En déduire que la suite (a,) est décroissante et que (b;) est croissante.
2. a. Démontrer que 0 < x < y = (y — x)?> < y*> — x°. Pour cela on remarquera que y — X< y + X
b. En déduire par récurrence, que pour tout entier neNona:
a->b
2n

c. En déduire que les suites (a;) et (b,,) sont adjacentes.

3. Conclure.

2
T
3. Salimite, difficile a déterminer vaut 3
4. Salimite est un nombre irrationnel, noté e que nous définirons plus tard dans I'année.
5. Salimite est un nombre irrationnel, noté In(2) = 0.693 que nous définirons plus tard dans ’année.
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