IV-2 Suites adjacentes

1
1. On considere la courbe % représentative de la fonction inverse : x — f(x) = — pour x € [1;2].

On voudrait trouver une valeur approchée de I'aire comprise entre %, 'axe des abscisses, et les
droites d’équations x =1 et x = 2.

a. On découpe 'intervalle [1;2] en 5 intervalles de méme amplitude.
i. Donner les valeurs xg, X1, ..., X5 des bornes des intervalles.
ii. Déterminer les images de ces valeurs par f.

iii. En considérant les aires des 5 rectangles dont I'un des sommets est sur la courbe %,
déduire, I'expression de I'aire hachurée sur chacun des dessins ci-dessous.
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b. On découpe désormais l'intervalle [1;2] en n intervalles de méme amplitude.
i. Donner les valeurs xy, X1, ..., Xk, ..., X, des bornes des intervalles.
ii. Déterminer f(xy) pour tout0 < k < n.

iii. Calculer en fonction de n la somme des aires des n rectangles cote a cote de méme
largeur, situés « sous » la courbe % et dont 'un des sommets est sur la courbe % (sur
le méme principe que ci-dessus).

Méme question pour les rectangles situés « au-dessus » de la courbe %'

2. On considére désormais les suites (u,) définies pour tout n € N* par

u = 1 N 1 . 1 _i 1

"Tn+l n+2 2n_k=1n+k
1 1 1 nzlo

vl’l:_+ =

n n+l +m+2n—1 otk

a. Déterminer les quatre premiers termes des suites (u,) et (v,) 2 1072 preés.
b. Représenter les points correspondants sur un axe gradué.

c. Démontrer que la suite (u,) est croissante et la suite (v,) décroissante.

d. Calculer v, — u, et démontrer que nl_lgloo Up— Uy =0.

e. Quelle conjecture peut-on faire sur le comportement asymptotique des suites (u,) et (v,) ?

ey

. En utilisant une calculatrice, donner une valeur approchée a 103 pres de usg et vsy.



Remarque : Sur le méme principe, Archimede (III° avant JC) décida d’encradrer I'aire d'un cercle
de rayon 1 par celle d'un polygone régulier inscrit dans ce cercle et par celle d'un polygéne régulier
exinscrit.

En augmentant le nombre de cotés des polygones, les aires (croissantes pour les inscrits, décrois-
santes sinon) se rapprochent tous de l'aire du cercle, a savoir 7.

Voici les illustrations pour les triangles (3 cotés), les hexagones (6 cotés), les dodécagones (12 cOtés)
et les tétraicosagones (24 cOtés).
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Il démarre cette approximation avec un polygone a 3 cotés, et termine avec un polygone ayant 96
cOtés.
Au fur et a mesure de son calcul, il encadre de plus en plus 7, pour arriver a 3.14084507 < 7 < 3,14285714
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