Exercice 1. (8 points)

1. Comme S est une similitude directe, on a le systéme suivant d’inconnue a € C* et b € C a résoudre :

za=azp+b i=ax0+Db b=1 b=1
zp=azq4+0b 1+2i=ai+b 14+i=ai a=1-—1
D’ou S admet pour écriture complexe 2’ = (1 — i)z + i.
2. On cherche ztel que z = (1 —i)z +i<=iz=i<=2=1

Donc le centre de S est le point €2 d’affixe w = 1.
De plus on a |a] = |1 —i| = /2
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3. (a) On fait une récurrence pour démontrer pour tout nN la propriété &, : z, =1 — (1 —13)"
Initialisation : On a zg = 24, = 20 =0
Etonal—(1-9)%=1-1=0.
Donc zg = 1 — (1 —i)?. La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Supposons qu’il existe k > 0 tel que Py, : 2, = 1 — (1 — i) soit vraie.
Montrons que Py : 2pp1 = 1 — (1 — )51 est aussi.

211 = i)zx +1 d’apres ’énoncé
) (1 _ Z)k+1 o

(1-
= (1-9) ( - (1- z)k) +i d’apres 'hypothese de récurrence
(1-
1— (1 )k+1

Donc &1 est vraie. La propriété est héréditaire.

Finalement la propriété est vraie pour tout n € N.

e = A, —2a=1-(1-49"-1=—-(1-14)"
S = A~ = L= (L) (1 (1))
= (1=9)"= (1 =)™ =1 -9)"(1-(1-1)
= i(1—19)"
oA N A\
194a]] = | =1 =" =[(1 =)
- . Y . N A\
[AnAnall = (1 =9)"| = [if|(1 = 9)"| = [(1 =2)"|
e = T
Donc ||[A,Antill = [|QA,]]

_
Donc une mesure de angle (QA,; A, Apy1) est :

(@MM) = arg <M> =arg(—i) = —

—(1—i)n 2



™

(C) On a (QATL, AnAn+1) = _(AnQ; AnAn+1) = 5
Et A, An+1 = QA,.
Donc, on fait une rotation de centre A,, et d’angle g du point €.

Avec cette méhtode on trouve que z4, = 3 4 2i et 24, = 5.
4. Les points de la suite (A,) appartenant a la droite (2B) sont ceux tels que n = 2 [4].
En effet, on cherche les points A,, tels que (fﬁ, QAn) = 0[n].
Autrement dit les points A,, tels que :

arg (%) = 0[n]

narg(l —i) —arg(2i) = 0[n]

[ A

La multiplication d’une égalité en modulo n’a pas encore été vue en cours. Elle se passe ici ainsi car
4 est premier avec .
Toutefois ici, il suffisait, une fois l’équation établie, de regarder au cas par cas la condition a remplir

pour M.

Exercice 2. n°9 p 120 (4 points)
1. 2 =2az+1—1i (o € C) est 'écriture complexe d’une translation si et seulement si elle est de la
forme 2’ = 2z + b (avec b € C), ce qui équivaut a { ia :zi )

La seule valeur possible est o = 1

Dans ce cas, il s’agit de la translation de vecteur u(1 — 7).

2. z=2az+1—1i (a € C) est 'écriture complexe d’une rotation si et seulement si elle est de la forme

200 = e'?

1—i:w(1—ei9)

2 =€z —w)+w (avec @ € R et w € C), ce qui équivaut a <= {

Les valeurs possibles sont o = ?, avec € R — {2k7}, k€ R

(0 = 0[27] est impossible d’apres la deuxiéme équation).

Dans ce cas, il s’agit de la rotation d’angle 0 et de centre w, qui est totalement défini par la deuxiéme
condition (et w #0).

3. z=2az+1—1 (a € C) est écriture complexe d’'une homothétie de rapport 4 si et seulement si
20 =4

elle est de la forme 2’ = 4(z — w) + w (avec w € C), ce qui équivaut & < ,
1—i=w(l-4)

La seule valeur possible est o = 2.
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Dans ce cas, il s’agit de ’homothétie de rapport 4 et de centre w =

4. Une symétrie centrale est une rotation d’angle m (modulo 27). Il s’agit d’un cas particulier de la

question b.
el 1
Donc on trouve que la seule valeur possible est a = 5 =73
1—14
Dans ce cas, il s’agit de la symétrie de centre w = .
Exercice 3. n°13 p 121 (4 points)

1. L’écriture complexe de s est du type 2/ = az + b avec a € C* et b € C.

De plus on sait que les points A et B sont fixes par la réflexion d’axe (AB). D’ou le systéme a

l+i=a(l—i)+b a=—i
<~
3—i=a(3+i)+b b=2+2i

résoudre :

Dou s:z+— —iz + 2+ 2i.
2. On procéde de méme, avec les points O et A fixes par s’ et on trouve :
l1+i=a(l—4d)+b a=1
{OZaXO—l—b <:>{b:0
Dou s’ : 2z — iz.
3. Sos(z) =i(—iZ+2+2) =i(iz+2—2i) = —z+ 2+ 2i pour tout z € C
Il s’agit de I’écriture complexe d’une symétrie centrale.
En effet, on a | — 1| =1 et arg(—1) = 7 [27].
De plus on cherche son centre w tel que w = —-w+24+2i<=w=14+1.

s’ o s est la symétrie de centre A.

Exercice 4. n°18 p 121 (4 points)

1. On a | — 1| = 1 donc o est une isométrie.
Son écriture complexe montre qu’il s’agit d’une similitude indirecte, donc pas d’une translation.

Enfin, cherchons un éventuel point fixe d’affixe w = a + ib, avec (a,b) € R? :
w=-w+2+i<=a+ib=—(a—ib)+2+i<=2a=2+1

Or a € R donc ceci est impossible et o n’a pas de point fixe.

2. Cherchons l’écriture complexe de s. On sait qu’elle est du type 2/ = az + b (avec a € C* et b € C)

et que les points d’affixe 1 et 1 + 4 sont fixes par s. D’ou le systéme :
1+i=a(l—4)+b a=-1
<~
l=ax1+b b=2

Donc s: 2 — —Z + 2.

Alors sot(z) = —(24+1i)+2=—-Z+i+2 pour tout z € C. D'ot sot = 0.
3. tos(z) =—2z+2+ipourtout z € C. Doutos=sot=o.



