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[ Cours : PGCD, PPCM, Equation Diophantienne )

La notion de pgcd a déja été entrevue au collége et dans les chapitres précédents. Elle sera large-
ment approfondie dans ce chapitre avec ses propriétés et son application a la résoltion d’équaitons dites

diophantiennes.

1 PGCD et PPCM de deux entiers

Soient a et b deux entiers non tous les deux nuls. On notera Z(a,b) 'ensemble de leurs diviseurs communs.

1.1 Définitions et Premieres Propriétés

Définition 1 : et Propriété

P(a,b) est un ensemble non vide fini. Il admet donc un plus grand élément, appelé PGCD(a,b)
(Plus Grand Diviseur Commun de a et b). On le note parfois a A b.

L’ensemble des multiples communs strictement positifs de a et b est un ensemble dénombrable
minoré. Il admet un plus petit élément, appelé PPC M (a,b) (Plus Petit Multiple Commun de a et
b).

'\?,' Exemples :
PGCD(4,6) =2 PGCD(12,13) =1 PGCD(21,35) =7
PPCM(4,6) =12 PPCM(12,13) = 156 PPCM(21,35) =105

Définition 2 :

| On dit que a et b sont premiers entre eux si et seulement si PGCD(a,b) =1

'\?" Exemples :
PGCD(3,2) =1 PGCD(10,21) =1 PGCD(51,113) =1

@ Propriété 1 : Immédiates
1. 0 < PGCD(a,b) = PGCD(b,a) = PGCD(|al,|b]) < min(|al, |b])

2. PGCD(a,0) = |al
3. PGCD(a,1)=1
4. Si bla alors PGCD(a,b) = |b|

Remarque : Dans tout le chapitre, sauf indication contraire, on considérera désormais les diviseurs

positifs communs a deux entiers naturels a et b non tous les deux nuls.


http://www.wicky-math.fr.nf

Chapitre 4 wicky-math.fr.nf  PGCD, PPCM, Equation Diophantienne

é\ Propriété 2 : Réduction
L’ensemble des diviseurs de a et b est égal a ’ensemble des diviseurs de b et a — b. En fait :

P(a,b) = Z(a —b,b) = P(a — kb,b) pour tout k € Z

@ Preuve :

Il s’agit de montrer une double inclusion. Soit k € Z.

P(a,b) C P(a— kb,b) : Si d divise a et b, il divise aussi a — kb.

P(a,b) D Z(a — kb,b) : Si d divise b et a — kb alors il divise (a — kb) + kb = a.
D’ou I'égalité Z(a,b) = Z(a — kb,b). En prenant k = 1, on obtient la propriété.

'\@,' Ezxzemple :
p et q étant deux entiers naturels non nuls, on note a = 9p +4q et b = 2p + q.
1. Démontrer que pged(a,b) = pgcd(p, q)
2. Démontrer que 9p + 4 et 2p + 1 sont premiers entre eux.

3. Déterminer pged(9p + 4,2p — 1) en fonction des valeurs de p. Vérifier pour p =5 et p =9.

gf FExercices du livre :n° 7-8p 80

@ Corollaire 1 :

| Si0<b<a,alors Z(a,b) = 2(r,b) ou r est le reste de la division euclidienne de a par b.

@ Preuve :

$ Cas particulier de la propriété précédente puisque r est tel que a = bg+1r < a —bg =r avec ¢ € N

1.2 Algorithme d’Euclide

On connait déja plusieurs méthodes pour trouver le pged de deux nombres, tels que :
1. Lister les diviseurs
2. Décomposer les nombres en produits de facteurs premiers
3. Faire Ualgorithme d’Fuclide

Nous n’utiliserons cette année que [’algorithme d’FEuclide, que nous allons démontrer.

On cherche a déteminer PGCD(a,b) ou a et b sont deux nombres entiers tels que 0 < b < a.
On s’appuyera les résultats suivants :

— Si bla alors PGC'D(a,b) = b.

— Si b ne divise pas a, alors 3! (g,7) € N2 tel que 0 < r < b et l'on a Z(a,b) = 2(b,r).
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Dans le deuxiéme cas, comme b < a et r < b, on s’est ramené a travailler sur des nombres plus petits.
De plus, comme 7 > 0 (b ne divise pas a), on peut réitérer le processus, autant de fois que nécessaire
(c’est-a~dire tant que le reste n’est pas nul).

Il arrivera forcément un moment ou le reste de la division sera nul, car la suite des restes est strictement

décroissante, minorée par 0.

On aura alors Z(a,b) = 2(b,r) = 2(r,r1) = P(r1,m2) = - -+ = D(ry,0), d’ou pged(a,b) = 1.

Le principe de l'algorithme d’Euclide est donc d’effectuer des divisions euclidiennes successives et bien

choisies. Le pged des deux nombres sera donc le dernier reste non nul obtenu.

Algorithme d’Euclide
On note D = pgcd(a,b). On cherche D

1. Jeffectue la division euclidienne de a par b : a = bg + r. On a alors Z(a,b) = 2(b,r)
2. Sir =0 alors Z(a,b) = 2(b,0) et pged(a,b) = pged(b,0) = b.
Sinon :
o Onposerg:=b,ry:=r,i:=<1
o Tant que 7; # 0 :
— Jeffectue la division euclidienne de r;_1 par r; : ;-1 = 7;Gi+1 + Tit1-
On a alors Z(a,b) = 2(ri,rit1)
— ¢ prend la valeur ¢ + 1

3. On a alors Z(a,b) = Z(ri,rit1) = 2(1i,0) et pged(a,b) = pged(r;,0) = r;.

'\?,' Exemple :
Trouver le pged de 246 et 168.

264 = 168 x 14 96
168 = 96 x1472
9% = 7T2x1+24
72 = 24x340

Le dernier reste non nul est 24 : c’est donc le pged de 264 et 168.

@7 Exercices du livre :n° 13- 14 - 15 p 80
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1.3 Propriétés

@ Propriété 3 :
L’ensemble des diviseurs de a et b est aussi I’ensemble des diviseurs de leur pged.

PD(a,b) = P(pgcd(a, b))

En particulier, tous les diviseurs communs a deux nombres sont aussi des diviseurs de leur pged.

@ Preuve :

$ Découle du fait que Z(a,b) = 2(r;,0) = 2(ry), avec ri = pgcd(a,b)

@ Propriété 4 : Homogénéité
| Pour tout k € N* on a PGCD(ka, kb) = kPGCD(a, b)

Preuve :
Sia=0o0ub=0, cest trivial.
Sinon, on peut faire 'algorithme d’Euclide dans lequel, chaque égalité est multipliée par &k, dont celle

contenant le dernier reste non nul.

@ Propriété 5 : Caractéristique
a=dad et b=db

Soit d € N. d = pgcd(a, b)) <
i pgcd(a, b) { pged(a, o) = 1

Preuve :
= : Si d = pged(a,b) alors dla et d|b et il existe o', b’ tels que a = da’ et b= dV'.

r

De plus, on a pged(a,b) = pged(da’,db’) = d x pged(a’,b"). Donc nécessairement pged(a’,b') = 1
< :Sia=dd et b=dl avec pged(a’,b') = 1.
Comme a et b ne sont pas tous les deux nuls, on a d # 0 et donc pged(a,b) = d X pged(a’,b') = d.

Remarque : Toute fraction peut alors s’écrire sous forme irréductible.

%’7 Exercices du livre :n° 9- 10 -11 p 80

@ Propriété 6 :
Soient a et b deux entier supérieur ou égaux a 2.
— S’ils n’ont aucun facteur commun, pged(a,b) =1

— Sinon, pged(a,b) est égal au produit des facteurs premiers communs aux deux nombres, chacun

étant affecté du plus petit exposant avec lequel il figure dans leur deux décomposition.

@ Preuve :

$ Découle de 'homogénéité.
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2 Bezout

Etienne Bezout (1730-1783) fut un génie assez précoce puisqu’a 19 ans, il était déja adjoint de 1’A-
cadémie des Sciences. Sa plus grande oeuvre, Théorie générale des équations algébriques, un traité clair
et détaillé, témoigne de sa pédagogie et de sa volonté de rendre parfaitement accessibles ses découvertes.
Bézout fit aussi une brillante carriere dans la marine royale et de chargé de I’enseignement des éléves du

corps d’artillerie.

Q Propriété 7 :
Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls et d = pged(a, b).

1. Il existe u et v entiers relatifs tels que au + bv = d

2. L’ensemble des entiers au + bv (avec u et v entiers relatifs) est 'ensemble des multiples de d.

Preuve :
1. On utilise I'algorithme d’Euclide. On a :
a=bqgy+rg < rog =a— bgy = aug + bvg avec ug = 1 et vg = —qgp deux entiers relatifs.
b=roq1+7r1 <11 =b—70q1 = b— (aupg+bvy)q1 = auy +bvy avec u3 = —upqy et v1 = 1 —vpqq

deux entiers.
Pas a pas, on exprime chaque reste comme combinaison linéaire enitere de a et b jusqu’a ry,
ie le pgcd(a,b).
2. C : Soit n = au + bv alors comme d divise a et b on a d|n, ie n est un multiple de d.
D : Soit n un multiple de d. On sait qu’il existe u et v tels que d = au + bv. Alors il existe k

tel que n = kd = k(au + bv) = aU + bV. Donc n est une combinaison linéaire de a et b.

'{g‘r Théoréme 1 : de Bezout

Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe des entiers relatifs u

et v tels que au + bv = 1.

@ Preuve :

= : Si a et b sont premiers entre eux, on applique la propriété pour d = 1.

< : S’il existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1 alors d’apres la propriété, 1 est un

multiple du pged(a,b). Par conséquent d = 1.

'\?,' Exemple :
— a =4 et b =19 sont premiers entre eux et 9 x 1 —4 x 2 = 1. Donc (u,v) = (—2;1) convient.
—a=Tetb=17
—a=Tletb=19
— Montrer que pour tout n € Z, n et n 4 1 sont premiers entre eux

— Méme question pour 2n + 1 et 3n + 1.

Remarque : Il découle du théoréme que I’équation azx + by = ¢, avec d = pged(a,b) # 0 admet des

solutions entiéres si et seulement si d|c
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gf Exercices du livre :n° 25 - 26 - 27 - 32 p 81

3 Gauss

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fut un mathématicien, astronome et physicien allemand. Il n’existe
pas un seul domaine scientifique qu’il n’ait pas abordé, et on lui doit, entre autres, des travaux sur les
polygone régulier, sur les nombres complexes, le magnétisme, ’algebre et bien stir, 'arithmétique. Il s’im-
pliqua de plus dans les affaires politiques de son temps.

PN

o Théoréme 2 :

Soient a, b, et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

Si albe et pged(a,b) =1 alors alc.

Preuve :
albe donc il existe k € Z tel que be = ka.
a et b sont premiers entre eux, donc il existe (u,v) € Z? tels que au + bn = 1.

Donc ¢ = cau + cbv = cau + kav = a(cu + kv) avec cu + kv entier. Donc alc.

@ Corollaire 2 :

| Si deux entiers a et b divise un entier ¢ avec pged(a,b) =1 alors ablc.

Preuve :
ale donc il existe un entier k tel que ¢ = ka. De méme il existe un entier k" tel que ¢ = bk'.

Donc ak = bk et a|bk’. Comme a et b sont premiers entre eux on a alk’.

Alors il existe un entier [ tel que k' = al et ¢ = bk’ = bal. Donc ab|c.

Remarque : Par conséquent :
— Si un nombre premier p divise un produit ab, alors pla ou p|b
— Si un entier a est premier avec des entiers by, ba, ..., by, alors a est premier avec by X by X -+ X by,.

— L’unicité de la décomposition en nombre premier vu au chapitre 2 en découle.

gf Exercices du livre :n° 19 - 20 - 21 - 22 p 80
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4 Application

4.1 Equation Diophantienne

Définition 3 :

| Une équation diophantienne est une équation a coefficients entiers et dont les inconnues sont entieres.

Cette année, nous ne résolvons que les équations de la forme az + by = k x PGCD(a,b).

'\?,' Exemples :
- br+Ty=1
— 6z + 15y =3
— d5x — 8y =2
— 6z 4 14y = 100

M¢éthode de Résolution
1. Simplification de I’équation.
— On calcule d = pged(a, b)
— On divise I’équation par d : on obtient o’z + b'y = d’ avec pged(a’,b') =1
2. Recherche d’une solution particuliére :
— On cherche (zq,%0) € Z? tels que a’zg + b'yo = d’ & I'aide des divisions euclidiennes

3. Recherche de toutes les solutions :
— On désigne par x et y d’autres solutions. On a alors o’ (z —xo)+ V' (y—yo) = 0 & ' (x—xp) =
= (y — wo)
— D’aprés le théoréeme de Gauss, on a alors que d'|(y — yo) ie qu'il existe k € Z tel que
ka' =y —yo & y=ka + yp.
— Alors @/ (x — xg) = =V x ka' & x = —bk+ x9

4. Conclusion : Les solutions sont les couples de la forme (—b'k + xo;a’k + yo), avec k € Z

@7 FEzxercices du livre :n° 30 - 31 - 34 p 81

4.2 Fermat

@\r Théoreme 3 : Petit Théoréeme de Fermat
Si p est un entier premier et a un entier naturel non divisble par p, alors a?~! est divisble par p (ou

encore aP~! = 1[p])

'\@,' Exemple :
22002 _ 1 est divisible par 2003 (qui est premier).

@ Corollaire 3 :

| Si p est un entier premier et a un entier naturel, alors a? —a est divisible par p (ou encore a? = a [p])
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o8 Exemple :
?

Déterminer tous les entiers p premiers tels que p|(2P + 1).

gf FExercices du livre :n° 37 - 38 - 39 p 81

4.3 PPCM

@ Propriété 8 : Relation PGCD-PPCM
| Si d = pgcd(a,b) et m = ppem(a, b) alors md = ab.

Preuve :
d = pged(a,b) donc il existe o’ et b’ deux entiers tels que a = da’ et b = db’ avec pged(a’,b') = 1.
Considérons I'ensemble des multiples communs & a et b. Soi tM 1'un quelconque d’entre eux. Alors

il existe deux entiers p et ¢ tels que :

M =ap=0bqg=ddp="0bdge dp="0bq

D’apres le théoréeme de Gauss, on a alors que a’|¢ d’ou il existe un entier k tel que ka’ = ¢. Donc
M =ap = bg = ba'k = db'd'k.
Ainsi tout multiple commun & a et b peut s’écrire sous la forme M = da'b'k.

De plus, tout nombre de la forme da’b’'k est un multiple de a et b car da’b’'k = ab'k = a'bk.
ab

Le multiples communs & a et b sont donc les multiples de da’t’. Le plus petit étant m = da’b’ = R

@ Propriété 9 : Homogénéité
| Pour tout k € N* on a PPCM (ka, kb) = kPPCM (a,b)

@ Preuve :

$ Découle directement de la propriété ci-dessus et de 'homogénéité du pged.

@ Propriété 10 :
Soient a et b deux entier supérieur ou égaux a 2. Leur PPCM est le produit des facteurs premiers
figurant dans 'une ou l'autre de leurs décompositions, chacun étant affecté de son plus grand

exposant.

Preuve :
§ Découle du lien PGCD-PPCM et de la maniére de trouve le PGCD de deux nombres a partir de

leurs décompositions.

gf Exercices du livre : n° 45-46 p 82 + TYPE BAC : n° 98 - 94 - 103 - 104 - ... p 87 - 90
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