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Chapitre 2 Nombres PremiersCours : Nombres Premiers1 Dé�nitionTravail de l'élève : A
tivités 1 + 2 + 3 p 36Dé�nition 1. On dit qu'un entier naturel p est premier s'il possède exa
tement 2 diviseurspositifs : 1 et lui-même.Remarques :� Tout entier naturel di�érent de 1 admet au moins deux diviseurs : 1 et lui-même� Ne pas 
onfondre nombre premier et nombres premiers entre eux.� Si p est un nombre premier et n un entier naturel, alors soit p divise n, soit p est premier ave
 n.Exemples :� 0 n'est pas premier 
ar il admet une in�nité de diviseurs� 1 n'est pas premier 
ar il n'admet qu'un seul diviseur : lui-même.� 2 est le seul nombre premier pair (les autres sont divisibles au moins par 1, eux-mêmes et 2).� 3, 5, 7, 11, 13 sont des nombres premiers (voir la table p 156)� 6 n'est pas un nombre premier, 
ar il est divisible par 1, 6, 2 et 3.THÉORÈME 1. Soit n ∈ N supérieur ou égal à 2. Alors :� n admet au moins un diviseur premier� Si n n'est pas premier, alors il admet au moins un diviseur premier p tel que p ≤ √
n.Preuve : Si n est premier, alors il s'admet lui-même 
omme diviseur premier.Sinon, n admet au moins un diviseur propre. Supposons tous les diviseurs de n soient supérieursstri
tement à √

n. Alors il existe a >
√

n et b >
√

n tels que a × b = n mais a × b >
√

n
2

= n. Ce quiest absurde.Corollaire 1. Soit n ∈ N supérieur ou égal à 2. Alors si n n'admet au
un diviseur inférieur ouégal à sa ra
ine 
arré, alors n est premierDémonstration :C'est la 
ontraposée du théorème.Lire le Point Info de la page 40 et la spirale p 41TP 1 46 : Crible d'EratosthèneExer
i
es du livre n◦ 3 + 4 p 51 1



Chapitre 2 Nombres Premiers
THÉORÈME 2. Il existe une in�nité de nombres premiers.

Démonstration :Supposons qu'il existe un nombre �ni n de nombres premiers, notés p1, p2, . . . , pn. On pose
N = p1 × p2 × · · · × pn + 1.Alors si N est premier, on a trouvé un autre nombre premier, l'hypothèse de départ est don
absurde.Si N n'est pas premier, alors il admet un 
ertain diviseur premier k. Si k = pi alors k|p1p2 . . . pnet k|N don
 k|1 (la di�éren
e). Don
 k = 1, mais k est premier don
 
'est impossible.Par 
onséquent on a trouvé un autre nombre premier, l'hypothése est absurde.Dans les deux 
as possibles, l'hypothèse est absurde, don
 elle l'est toujours.2 Dé
omposition en nombres premiersTHÉORÈME 3. Tout entier naturel supérieur ou égal à deux est :� Soit un nombre premier� Soit un produit de puissan
e de nombres premiers.Cette é
riture, appelée dé
omposition en nombres premiers est unique à l'ordre des fa
teursprès.

Démonstration :Supposons n non premier.Existen
e :Soit n ≥ 2. D'après le théorème pré
édent, n admet un diviseur premier p1 et l'on a n = p1n1ave
 2 ≤ n1 < n (n n'est pas premier don
 n1 6= 1).Par le théorème pré
édent, on a de même que n1 admet un diviseur premier p2 et que n = p1p2n2ave
 1 ≤ n2 < n1 < n. Si n2 = 1 alors n1 est premier et le résultat est démontré. Sinon onréitère le raisonnement tant que le quotient est di�érent de 1. La liste des quotients est une listedé
roissante d'entiers naturels, elle admet don
 un plus petit élément nk et est �nie. On a alors
n = p1p2 . . . pkUni
ité : Admise pour l'instant (
f exo 24 p 81)Exemples : On utilise les 
ritères de divisibilité. 105 = 3 × 5 × 7 ; 83160 = 23 × 33 × 5 × 7 × 11.Exer
i
es du livre n◦ 5 + 7 + 8 p 51
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Chapitre 2 Nombres Premiers
THÉORÈME 4. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2 se dé
omposant en produitde fa
teurs premiers sous la forme n = p

α1

1
p

α2

2
. . . p

αk

k .Les diviseurs positifs de n sont les nombres de la forme p
β1

1
p

β2

2
. . . p

βk

k , ave
 0 ≤ βi ≤ αi pourtout 1 ≤ i ≤ k.
Démonstration :Il est 
lair que les nombres de 
ette forme divisent n 
ar αi − βi ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ k.Démontrons maintenant que tout diviseur de n est de 
ette forme.Soit d un diviseur de n. Alors il existe un entier d′ tel que n = d×d′. Le produit des dé
ompositionsen fa
teurs premiers de d et d′ est une dé
omposition en produit de fa
teurs premiers de n.Comme elle est unique, 
'est la même.Les seuls diviseurs premiers intervenant dans les dé
ompositions de d et d′ sont don
 les pi etleur exposant ne peuvent être qu'inférieurs ou égaux aux αi.L'entier d est don
 for
ément de la forme indiquée.

Corollaire 2. Soit un entier n ≤ 2 se dé
omposant en produit de fa
teurs premiers sous la forme
n = p

α1

1
p

α2

2
. . . p

αk

k .Alors, n possède (α1 + 1) × (α2 + 1) × · · · × (αk + 1) diviseurs positifs.Démonstration :Dénombrement.Exer
i
es du livre n◦ 9 + 10 + 11)1.+ 13 + 14 + 15 p 51Exer
i
es du livre n◦ 18 à 22 + 24 ? + 31 + 32 + 33 + 34 + 37 + 40 p 52Exer
i
es du livre n◦ 43 + 45 + 48 p 54
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