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Fonctions de référence

[ Cours : Fonctions de référence

)

I) La fonction carrée

I-1 Définition

( Définition 1 :
2

L | On appelle fonction carrée la fonction définie par f(z) = x2.

P
é\ Propriété 1

| La fonction carrée ne posseéde ni quotient, ni racine, elle est définie sur R.
S

FExercice 1 :
f est la fonction carré. Calculer les images par f des réels :

1. -4 3 AL 5. —2V/13
5
2
2. 3 4. 3v/56 6. 104

I-2 Sens de variation et tableau de variations

7. 8x 1074
8. 24+5

é\ Propriété 2 :

| La fonction carrée est strictement décroissante sur | — oo; 0] et strictement croissante sur [0; +o0l.

) Preuve
Considérons deux réels a et b tels que 0 < a < b

a>—b?=(a—b)(a+b) <0+ d®<V?

Par conséquent les images et les antécédents sont rangés dans le méme ordre et la fonction carrée est

strictement croissante sur RT
Considérons deux réels a et b tels que 0 < a < b

a® —b* = (a—b)(a+b) >0+ a®> b

Par conséquent les images et les antécédents sont rangés dans l'ordre inverse et la fonction carrée est

strictement décroissante sur R~

On peut alors dresser le tableau de variations de la fonction carrée :

xr | —o0 0 —+00

z? \0/

D’apres le tableau de variations, la fonction carrée admet 0 comme minumum sur R, atteint en 0.
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FExercice 2 :

Dans chaque cas, comparer les nombres suivants sans les calculer :

1. (2.3)% et (2.15)2 3. et (m—1)32
2. (—1.002)2 et (—0.999)? 4. (2—-V7)? et (2 —/5)?

f//f FExercice 3 :

1. Soit z un réel tels que 2 < z < 4. Donner un encadrement de —322.

2
2. Soit y un réel tels que —9 <y < —2. Donner un encadrement de de Loy

3. Soit z un réel tels que —9 < z < 1. Donner un encadrement de de 22
4. Soit t un réel tels que 0 < y/—5¢ — 1 < 2. Donner un encadrement de t.

I-3 Courbe représentative

’ 2, . .
Définition 2 :
| Dans un repeére orthogonal du plan, la courbe représentative de la fonction carrée est appelée parabole
de sommet 'origine du repere.

On esquisse la courbe représentative Cs de la fonction carrée sur R* en s’appuyant sur un tableau de valeurs :

1
1

2
4

T 0
fx) ] 0

P [ =0 =
INT= S
IN: SIS

@ Propriété 3
La courbe de la fonction carré est symétrique par rapport a 'axe des ordonnées. On dit que la fonction
est paire.
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: Preuve

Pour tout nombre réel z le point M (z;2?) est sur la parabole & représentative de la fonction carré.
Son symétrique par rapport & 'axe des ordonnées est M'(—z; 22).
Or ce point M’ est lui aussi sur & car (—x)? = 2.

Remarque : On sait qu'un carré est toujours positif.

/ Exercice 4 :

Résoudre chaque inéquation en s’aidant de la courbe de la fonction carré :

1. 22<5 2. 22 < -3 3. 22>2

/" Exercice 5 :

Tracer sur I’écran d’une calculatrice graphique les courbes de la fonction carré et de la fonction affine
définie par f(x) = .
Comparer alors un réel et son carré. Justifier les réponses.

@7 Fxercice 6 :

1. Dans un repére orthogonal, tracer la courbe représentative de la fonction carré sur 'intervalle [—3; 3],
puis celle de la fonction affine z — —x + 2.

2. Par lecture graphique, déterminer les coordonnées des points d’intersection de ces deux courbes.
3. Développer (z + 2)(x — 1).

4. Retrouver les solutions de la premiere question par le calcul.
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IT) La fonction Inverse

II-1 Définition

P
‘ , 3 .

Définition 3 :
| On appelle fonction inverse la fonction définie par f(z) = e
\

( L4 ’

@ Propriété 4
La fonction inverse possede un quotient, mais pas racine. Son quotient existe dés que x # 0 donc elle est
définie sur R*.

g

Fxercice 7 :

f est la fonction inverse. Calculer les images par f des réels (sans laisser de racine au dénominateur) :

1. —4 3 2 5. v/56 8. 8x 1074
3 I 6. —2v/13
2. 0.5 4. 5 7. 104

II-2 Sens de variation et tableau de variations

@ Propriété 5

| La fonction inverse est strictement décroissante sur R*~ et strictement décroissante sur R*¥.

/ Preuve
Considérons deux réels a et b tels que 0 < a < b
b—a 1 1

= 0= >~
ab> a>b

ISHE
S =

Par conséquent les images et les antécédents sont rangés dans 'ordre inverse et la fonction inverse est
strictement décroissante sur R*+

Considérons deux réels a et b tels que a < b < 0

_b—a 1 1

0= — > —
ab> a>b

ISHE
S =

Par conséquent les images et les antécédents sont rangés dans 'ordre inverse et la fonction inverse est
strictement décroissante sur R*~

On peut alors dresser le tableau de variations de la fonction inverse :

x —o0 0 —+00

NN

D’apres le tableau de variations, la fonction inverse n’admet pas d’extremum sur R*.

8=
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FExercice 8 :

Dans chaque cas, comparer les nombres suivants sans les calculer :

1 1 1 1
1. et . et
—0.012 —0.099 T™—3 —-0.21

1 1
1 et L 4. et

T—3 021 2-V7 2—-+5
%E:cercice 9 :

2.

1 4
1. Soit x un réel tels que 3 < x < 5. Donner un encadrement de ——.
T

10
2. Soit y un réel tels que —5 < y < —2. Donner un encadrement de —.
Y

3. Soit z un réel tels que 0 < Er— < 2. Donner un encadrement de x.
—51 —

I1I-3 Courbe représentative

Définition 4 :

| Dans un repere orthogonal, la courbe repésentative de la fonction inverse est appelée hyperbole.

On esquisse la courbe représentative C; de la fonction inverse sur R™ en s’appuyant sur un tableau de
valeurs :

TT 1
1] 1
v |55 |1|2]3] 1] 2| 5|3
T
1] 1
J@ |3 ]2|1| 55| -1]|-5|-2]-3

8=

S

@ Propriété 6
La courbe de la fonction inverse est symétrique par rapport & ’origine du repeére. On dit que la fonction
est impaire.
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@ Preuve

1
Pour tout nombre réel x # 0 le point M <:c; —> est sur la hyperbole J# représentative de la fonction
x

inverse. )
Son symétrique par rapport a ’origine du repére est M’ (—x; ——).
x

1
Or ce point M’ est lui aussi sur 5 car — = ——.
—x x

1
Remarque : On sait déja que — est du signe de z.
x

/" Exercice 10

Résoudre chaque inéquation en s’aidant de la courbe de la fonction inverse :

<3 2.

=
8=
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ITI) Les fonctions polynémes de degré 2

ITI-1 Généralités

Définition 5 :

On dit qu’une fonction f est une fonction polynéme de degré 2 si et seulement si, pour tout z € R on a :

f(z) = az® + bz +c ol a, b et ¢ sont des réels tels que a # 0

'\@"Exemple :

Les fonctions suivantes sont des fonctions polyndémes de degré 2 :

1. Pi(z) =222 -3z +4 (a=2,b=—-3etc=4) 3. P3(x)=2*+4(a=1,b=0et c=4)
2. Po(z)=2% (a=1,b=0et c=0) 4. Py(z) =32% =3z (a=3,b=-3)

Remarque : En reprenant Pj(z), on appelle 4, —3z et 222 les mondmes respectivement constant, de degré
1 et de degré 2, c’est pourquoi on appelle ce type de fonctions des fonctions polynémes

'\@"Contre—Exemple :

Toutes les fonctions ne sont pas des polynémes de degré 2, comme les fonctions suivantes :
1. fi(z) = 2z — 1 (polynéme mais de degré 1) 3. f3(z) = /x (en rien une fonction polyndme)

1 . R
2. fo(x) = 23 (polyndéme mais de degré 3) 4. fy(z) = - (nullement une fonction polynoéme)

gf Exercice 11
Montrer que les fonctions suivantes sont des polynémes du second degré :

1. Pi(z) = (5x —1)?

2. Po(z) =Bz —1)(2z+1)

3. P3(z) =(x —4)(z+4)

4. Py(z) =2z(x —1) — (z +2)(z — 3)
Remarque :

— Il ’agit de lécriture développée de f(x).

— On admet que f(z) peut s’écrire sous la forme f(z) = a(z — a)? + 3 ot a et 3 sont des nombres réels.
Il s’agit de la forme canonique de f(x). On va plus particulierement étudier cette forme dans la partie
suivante.

— Lorsque 8 < 0, on peut factoriser f(z) a laide de la troisiéme identité remarquable et on obtient une
nouvelle écriture de la forme

f(@) = a(e — 1) (x — 22)

Définition 6 :

Soit A un nombre réel et P un polynéme. On dit que A est une racine du polynéme P si et seulement si

P(\) =0

'@"Exemple :

Considérons le polyndome P définie par P(x) = 22 — 4 alors —2 et 2 sont des racines de P, en effet
P(2)=P(-2)=0
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@7 FExercice 12

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = 22 — 4z + 3

1. Montrer que f(z) = (z —2)? — 1 pour tout x € R de deux maniéres différentes.
2. Factoriser f(x)

3. En déduire les racines de f

%Application :

Un rectangle a pour périmétre P = 14 m et pour aire S = 12 m?2. Quels sont les dimensions de ce
rectangle ?
Modélisation : Soient x et y les dimensions de ce rectangle, on obtient :

p
$+y:§etzy:5:12

En remplacant y par 7 — z on obtient I"équation z(7 — x) = 12 qui peut s’écrire encore 2 — 7x + 12 =0
Résoudre une telle équation revient & trouver les racines de P ou P(x) = 2? — Tz + 12

On canonise P : )
7 49 1 7 1
P = 2 — 2 — _—— = = -_— - -
() =2 X 230—1— 11 (ac ) 1

On factorise P :

[

P (1)
- (DY
qENIER
e

Enfin on trouve les racines :

P(x)=0
13 15
— (Jc—z)(m—z)zo
13 15
— x*z ou xzz
Parconséquentsiz:§alorsy:7fx:7f§:%etsixzzjalorsy:’?fz:?f%:lzl—?)

13 15
Autrement dit les dimensions du rectangle sont — pour la largeur et — pour la longueur
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I1I-2 Les fonctions du type : x — a(z — a)* + 3

II1-2.1 sens de variation

@7 Fxercice 13

On consideére une fonction f définie sur R par f(x) = 2(x — 3)? + 4
Montrer que f est strictement croissante sur [3; +00[ et strictement décroissante sur | — co; 3]

A titre d’illustration voici la courbe de la fonction f en rouge et son axe de symétrie en bleu :

9**

6;7 Exercice 1

On consideére une fonction f définie sur R par f(z) = —4(z +2)> -5
Mountrer que f est strictement décroissante sur [—2; +o0o[ et strictement croissante sur | — co; —2]

A titre d’illustration voici la courbe de la fonction f en rouge, et son axe de symétrie en bleu :

J
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IT1I-2.2 Représentation graphique de f

é\ Propriété 7 :
On considere la fonction f définie sur R par f(z) = a(x — a)? + 3 avec a # 0.
Dans un repére orthonormé, la représentation graphique de f est une parabole &2 de sommet S(«; 3)
qui admet la droite d’équation x = o comme axe de symétrie

Sia>0 /

1 « $2/

alz —a)? + \ /

Sia<0

alz — a)? + 3 N / \
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FExercice 15

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = —2(z — 3)? + 2 et & sa courbe représentative dans un repére
orthonormal.

1. Montrer que f(z) = —22% + 122 — 16

2. Montrer que f(z) = —2(z — 4)(x — 2)

3. Sélectionner dans chaque cas la forme la plus adaptée pour répondre aux questions suivantes et y
répondre.

(a) En quel point la courbe & coupe-t-elle 'axe des ordonnées ?
(b) En quels points la courbe & coupe-t-elle 'axe des abscisses ?
(¢) Quel est le sens de variation de la fonction f 7
)

(d) Quel est le maximum de la fonction ? Pour quel nombre z est-il atteint ?

FExercice 16
Voici trois forme de la méme fonction f :

flx)=3(x+2)* —27 f(z) =3(x—1)(z+5) f(x) =322 +122 - 15
Choisir 'expression la mieux adaptée et calculer les images de : —2 1 0
Choisir I'expression la mieux adaptée et calculer les antécédents de : 0 - 15 - 27

—30 a-t-il des antécédents par f 7

= w0 o=

Dresser le tableau de variations de f. Quel est le minimum de f ? Pour quel nombre z est-il atteint ?

FExercice 17
f est une fonction polynéme de degré 2. Voici son tableau de variations :

1.85

—2.15

— Peut-on savoir f(—3)? Justifier.
— Donner l'expression de f(x).

IV) Les fonctions homographiques

( Définition 7 :

Une fonction f est une fonction homographique si et seulement si il existe des nombres réels a, b, c et d,
ax +b
avec ¢ # 0 tels que pour tout nombre réel x n’annulant pas le dénominateur on a f(z) = j: 7
@
S
e N
@ Propriété 8
x+0b
L’ensemble de définition d’une fonction homographique du type = — jL_ pi est
x

-t 2]
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& Preuve

d
% cx+d=0<=z=—-
c

gf FExercice 18

Soit f la fonction x — —3 +

1

z+1
. Identifier 'ensemble de définition de f.

1

2. Démontrer que f est une fonction homographique.
3. Ecrire l'algorithme de calcul f(z)
4

. Soient a et b deux réels appartenant a | — 1;+o00[. Comparer f(a) et f(b). En déduire le sens de
variation de f sur | — 1;+o0].

ot

En procédant de méme, étudier le sens de variation de f sur | — oo; —1].
6. Dresser le tableau de variations de f

7. Dresser le tableau de signes de f
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