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Chapitre 8 wicky-math.fr.nf Suites

[ Cours : Suites )

I) Introduction

I-1 Introduction historique

L’un des premiers travaux portant sur les suites de nombres semble provenir d’un certain Archimeéde
(j'en entends déja se dire d’ici : « encore lui! », eh oui. . . ). Dans son traité La mesure du cercle, pour
trouver une valeur approchée de 7, il inscrit dans un cercle de rayon 1 un triangle équilatéral dont il
calcule le périmetre. Puis en doublant le nombres de cotés, il calcule le périmetre d’un hexagone, puis
celui d’un dodécagone et ainsi de suite, indéfiniment. Il obtient ainsi une suite illimitée de nombres connus
dont la limite est 27 et qui fournissent treés rapidement une bonne approximation de 7.

Plus tard, les suites furent formalisées par Cauchy, la maitrise de cet outil a été grandement facilitée par
I’adoption de la notation indicielle au XIX¢ siecle qui consiste a noter chaque nombre d’une suite par
une méme lettre affectée d’un indice.

On doit a Péano la définition d’une suite numérique telle qu’elle est enseigné en premiere S.

I-2 Introduction

Il arrive que 'on demande, lors de tests psychotechniques par exemple, de compléter "logiquement"
une suite de nombres, comme par exemple :

1,2,4,8,16,...... N e

En mathématiques, une suite u est une liste ordonnée de nombres réels : les éléments de cette
liste :

— Sont appelés termes

— Sont repérés par leur rang dans la liste

Le 1¢" terme de la suite u est souvent noté ugy (ou uy),
Le 2°¢ terme de la suite u est souvent noté u; (ou uz)

Le n®™¢ terme de la suite u est souvent noté u,—1 (ou uy)
Le terme précedent w,, est u,_1, le suivant u,41.

On note u = (up)nen pour signifier que le rang d’un terme de la suite u est un entier naturel (sans
"fin" de liste). On a donc :

nom de la suite 1°* terme 279 terme terme de rang n
—_— . . . . . A . .
u - ( Uup 9 U1 9 () 9 L 9 Unp—1 9 Un 9 un—i—l 9 . )
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IT) Généralités

II-1 Définition

‘ 2, . .

Définition 1

Une suite numérique est une fonction de N dans R, définie a partir d’un certain rang ng. On la note
w ou (Up).

Remarque : u,, désigne 'image de I’entier n, appelé encore terme d’indice n de la suite u, terme que
I'on pourrait noté u(n) mais la pratique en a voulu autrement.

'@"Exemple :

La suite des carrés des nombres entiers est définie par u,, = n? et on a :

ug =0 u =1 ug = 4 ug =9 uy = 16, ect . ..

Fxercice 1 :
Déterminer le rang a partir duquel la suite u suivante est définie :

Up = Vn — 4

II-2 Génération d’une suite

On distingue principalement deux maniéres de définir les suites, de maniere explicite ou par récurrence.

II-2.1 Par récurrence

Définition "par récurrence" Avec une calculatrice :
ug=a €R . .
_ Tapez la valeur du premier terme, puis tapez
Un1 = f (un)
sur [EXE| (ou [ENTER) )

. . o . On utilise la touche | Ans| de la calculatrice,
ou f est une fonction définie sur un intervalle . - ,
qui est un rappel du résultat du calcul pré-

I telle que f(I) C 1. sdent -

Cette relation de récurrence permet de cal- cedent -

culer un terme de la suite a partir du Dans notre exemple —2 x| SHIFT h
puis | EXE] (ou |[ENTER] )

terme précédent. Par exemple, on se donne - .
{ up = 1 Vous voyez apparaitre la valeur de wuq; a

chaque fois que vous appuyez sur |[EXE|, le

Unp+1 = —2’LLn +1 . . R
terme suivant de la suite apparait...

On a ainsi
Uy = —2ug+l=-2x--+1=...,

Uy = —2u1+1=-2x---+1=...,
U3:—2u2—|—1:—2x---—I—lz...,etc

Remarques :
— On visualise ainsi facilement comment I'on passe d’un terme au suivant (le lien logique qui lie les
termes entre eux)
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— Dans I'exemple précédent, pour calculer ujgg, il faut connaitre wugg, et pour calculer ugg, il faut
connaitre ugg, ainsi de suite .. .Il est alors préférable d’exprimer u,, en fonction de n pour calculer
u19g directement.

II-2.2 Par une formule explicite

Définition "explicite" du terme de Avec une calculatrice :
rang n,
un = f(n) Entrez la suite comme une fonction dans le
menu "Tableau", par exemple Y1=-5+7X

ou f est une fonction définie sur un intervalle Puis reglez les parametres du tableau de va-
du type [a; 00| (avec a réel). leurs :
Par exemple, on se donne u,, = —5+ 7n pour Start=0, End=20, Pitch=1 (sur Casio)
n >0 (u, = f(n) avec f définie sur R par ThlStart=0, ATbl=1 (sur TI)
f(z)=—=5+T7x.) Puis affichez ce tableau de valeurs : vous avez,
On a ainsi dans 'ordre, les termes de cette suite a partir
Ug=..., U3 = ..., U3 = ..., U7 = ..., etc de ug.

II-3 Sens de variation

I1I-3.1 Définition

-

Définition 2 :

Soit (uy) une suite de nombre réels. On dit que la suite (uy,) est

— croissante (& partir du rang ng) si et seulement u,, < u,11, Vn > ngoun € N

— décroissante (a partir du rang ng) si et seulement w, > u,4+1, Vn > ng ot n € N

— monotone (& partir du rang ng) si et seulement elle est croissante ou décroissante (& partir du
rang ng)

— stationnaire (a partir du rang ng) si et seulement si w, = u,4+1 pour tout entier n > ng (si la
suite est définie a partir du rang ng alors on dit que la suite est constante)

Remarque : On définit la stricte croissance ou décroissance a l'aide des inégalités strictes suivantes :

Up < Up41 OU Uy > Upt1

Remarque : Les intervalles d’entiers sont souvent notés a l’aide de crochets doubles. Par exemple :
[2,5] ={2:3:4;5}

Si bien qu’on pourra écrire, par exemple, qu’une suite est croissante sur [0, +oo
) ) )

@7 Fxercice 2 :

Montrer que la suite définie sur N par u, = 2n + 3 est croissante sur N

Remarque : De maniére générale, comment étudier les variations d’une suite ?

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, 1S/ 2009-2010 3


http://www.wicky-math.fr.nf

Chapitre 8 wicky-math.fr.nf Suites

I1-3.2 Méthode : Comment étudier les variations d’une suite ?

-

Meéthodes :

» On étudie généralement le signe de u,; — u, selon les valeurs de n :
Par exemple, si la suite (u,)nen est définie par u, = n? + 2, alors on a

Unp1 =M +1)2+2=n24+2n+3

Ainsi pour tout n on a Uy — Uy =2n+1
On voit que up4+1 — uy > 0, et donc que u,11 > u, pour tout n : la suite est donc strictement
croissante sur N

» Si jamais tous les termes de la suite u sont strictement positifs, on peut comparer

q Un+1
le quotient 1 avec 1
U

n
Par exemple, pour (uy,)nen définie par u,, =2 X 5™ | on a u, > 0 pour tout entier naturel n et
Upgpp = 2 x 51

Ainsi pour tout n on a

n+1
Un+1 5

Up, bR

=5

Un+1

On voit que > 1, et donc que up41 > u, pour tout n : la suite est donc strictement

mn
croissante sur [0, +o0o|

g

'@"Exemple :
On considere la suite u définie par u, = 2n + sinn
Etudions, pour tout entier n, le signe de la différence de deux termes consécutifs :

Uptl — Up =2(n+ 1) +sin(n+ 1) —2n —sinn =2 +sin(n + 1) —sinn
Or,Vx e Rona: —1<sinx <1, par conséquent :
24sin(n+1) —sinn > 0 < upyr1 > Uy

La suite v est donc strictement croissante.

Cas des suites définies par u, = f(n)

&% Théoréme 1 :
On considére la suite (u,) définie par u,, = f(n), avec f définie sur I’ intervalle [a; +oo[, o a > 0
Si la fonction f est monotone (resp. strictement monotone) sur [a;+oo[ alors la suite (u,) est
monotone (resp. strictement monotone) et posséde le méme sens de variation que la fonction f

Remarque : La réciproque de ce théoréme est fausse i.e que I'on peut trouver une suite croissante,
par exemple, définie par une fonction non croissante.
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/ Preuve

1. Cas 1: f est strictement croissante sur [a; +oo[
Pour tout entier n > a, f étant strictement croissante sur [a; +oo],

f(n) < f(n+1) <= up < unt

Par conséquent, (u,) est strictement croissante.

2. Cas 2 : f est strictement décroissante sur [a; +00[
Pour tout entier n > a, f étant strictement décroissante sur [a; +o00],

f(n)> f(n+1) < up > un

Par conséquent, (u,) est strictement décroissante.

'\?"Exemple :
Soit (uy,) la suite définie par u, = cos% pour n > 1
Notons f la fonction définie sur [1;4o00[ par f(x) = cos g
On a en dérivant : fl(x) = % sing

T T
Or, pour z > 1, — €]0;7] donc sin— > 0 <= f/(z) > 0, donc la fonction f est croissante sur
T

[1; +o00[, par conséquent la suite (u,) est croissante.

Ezercice 3
Etudier le sens de variation de la suite (u,) définie par

3n—1
U =
" n+2

. I . . 3z —1 . . .
a. On étudiera, par exemple, les variations de la fonction rationnelle f : x —— % ; définie sur R — {2}
T

1I-4 Représentation graphique

Définition 3 :

On se place dans un repére (O;i,7). La représentation graphique d’une suite (u,) est ’ensemble
des points de coordonnées (n;u,

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, 1S/ 2009-2010 5
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'\@"Exemple :

Soit (uy) la suite définie, pour n > 1, par

1
Uy = —
n

1
Sa représentation graphique est donc I’ensemble des points isolés de coordonnées (1;1), (2, —),

2
1 1 1
— 4. — —
<3’3)’ ( ’4>’ <5’5)’ ete

.
[ )

=

Dans le cas d’une suite récurrente, on ne cherche pas en général a représenter graphiquement la suite
comme dans l'exemple précédent (on pourrait trés bien le faire). On préfere représenter ses premiers
termes sur I’axe des abscisses en s’appuyant sur la représentation graphique de la fonction définissant la
relation de récurrence. On obtient alors un diagramme « en escalier »ou en « en escalier ». On peut alors
faire des conjectures sur le sens de variation, ect.

“¢“Exemple : W |
On considére la suite (u,,) définie pour n > 0 Ya Cgf .......... :
par Up4+1 = 24/up +2 et up =1 TP T s 3

On considere la fonction f vérifiant u,11 =
f(u,) définie par f = 2 — 2,/z+2. On a re-
présenté ci-contre la représentation graphique

" K K R k uy |- o
€7 de f et la premiere bissectrice d’équation - :
Yy = x, puis on a suivi les étapes suivantes :
1. On place ug sur 'axe des abscisses et u;
image de ug par f
2. On reporte uy sur 'axe des abscisses, a
I’aide de la premiere bissectrice J
3. On place uy image de uq par f, puis on 0 7wuo Uy Uy Uy

reporte uo sur I’axe des abscisses, etc.

Remarque : Dans 'exemple précédent, on constate que les termes de la suite se rapprochent d’une

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, 1S/ 2009-2010 6


http://www.wicky-math.fr.nf

Chapitre 8 wicky-math.fr.nf Suites

valeur limite, celle de I’abscisse du point d’intersection entre €’ et la premiere bissectrice. On dira que la
suite converge vers cette valeur.

'@"Exemple :
On consideére la suite (u,) définie pour n > 0 par u,4+1 = —gun —letuy="7

2
On consideére la fonction f vérifiant u,41 = f(u,) définie par f = x — 3T 1. On a représenté
ci-contre la représentation graphique ¢y de f et la premiere bissectrice d’équation y = x, puis on a
suivi les mémes étapes que pour ’exemple précédent

Remarque : Comme dans I’exemple précédent, les éléments de la suite semblent se rapprocher d’une
valeur précise, on est dans le cas d’une suite convergente
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II-5 Limite d’une suite

II-5.1 Notion de convergence

=
Définition 4 :
| On dit qu’une suite admet une limite [ (ou converge vers [) lorsque :
Tout intervalle ouvert centré en [ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang

Remarque : Graphiquement, cela se traduit ainsi :
Quelle que soit la largeur de la bande horizontale choisie, il existe un rang (ou un indice) a partir duquel
tous les points de la représentation graphique de la suite sont situés dans cette bande.
De maniere plus formelle :
Pour tout réel ¢ strictement positif, il existe un rang N tel que pour tout indice n, on ait :

n>N=|u,—1|<e

3+

Ilustration avec la suite :
3 —1)"
y 3t (=)
2n

T E
B S S S AN

10 est le rang a partir duquel tous les termes

de la suite sont dans la bande hachurée dépaisseur choisie

| | | | | | | | | | | | | | | |
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
Remarque :

1. Sur cet exemple, le graphique permet de conjecturer que la suite (u,) converge vers 5

2. Notons, par ailleurs, que toutes les suites ne sont pas convergentes, par exemple u,, = n est une
suite divergente car sa limite vaut +o0o ou encore u,, = (—1)" est une suite qui n’admet pas de limite
(valant tantdt 1, tantot —1). On dit de ces suites qu’elles divergent.

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, 1S/ 2009-2010 8
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II-5.2 Méthode : Montrer qu’une suite est convergente

Meéthode

On utilise les théorémes énoncés sur les fonctions : u, = f(n)

T _ 1 I o
Si x_l)rj{loof(:v) l alors Jim l

Remarque : Par conséquent, on récupere toutes les regles de calculs sur les limites. De plus les
théoremes de comparaison et le théoréeme des gendarmes sont valables pour les suites.

'@"Exemple :
: - L : 2n? + 1
Etudions la limite de la suite définie, pour tout entier naturel n, par u, = W13
n
C 1 . o 222 41
On considére la fonction définie sur R par : f(z) = 23
x
. 227 . .
Comme lim f(z)= lim — = lim 2=2: lim wu, =2
r——+00 r——+00 I r——+00 n—-+o0o
La suite converge donc vers 2
'@"Exemple :
Considérons la suite (uy,) définie par
241
Uy, = AACainsts pour n>1
n

On a ’encadrement suivant :
n?<n?’+l<(n+1?=n?>+2n+1

Par conséquent, par passage a la racine carrée :
n<vni+l<n+1

Puis, en divisant par n qui est strictement positif :

1 1
Ry o
n n

1l <u, <

1
Comme lirf 1+ — =1, le théoreme des gendarmes permet de conclure que :
n—-+0o0o n

lim wu, =1
n—-4oo

La suite (uy) converge vers 1

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, 1S/ 2009-2010 9
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Ezxercice 4
Etudier la limite des suites (u,,) définies par :

3ntl O 3n+ (—1)" _ ol Y
1w, = +_2 2. un:#a 3. Un—n(COS’I’L 2)
n n n
a. Poser v, = dn—1 et w, = _3n +1 afin d’utiliser le théoréme des gendarmes.

2n

n
b. Montrer que, pour tout n, u, < —n*

Remarque : Le cas des suites définies par récurrence sera étudiée au cas par cas au travers d’exercices
guidés.

IIT) Suites arithmétiques

ITI-1 Généralités

-
‘ 2, . .

Définition 5

Une suite (uy,) est dite arithmétique si et seulement si on ajoute toujours le méme nombre r pour

passer d’'un terme au suivant :
Uptl = Up + 7 Vn

Ce nombre r s’appelle la raison de la suite (uy,)

'\@"Exemple :

La suite des entiers naturels pairs est une suite arithmétique de premier terme 0 et de raison 2

Meéthode

Reconnaitre une suite arithmétique :
Pour qu’une suite u soit arithmétique, il faut et il suffit que, pour tout n € N, la différence w11 —u,
soit constante : u,11 — u, =1 € R. Le nombre r est la raison de la suite .

gf Ezxercice 5
Les suites suivantes sont-elles arithmétiques ?

1. u, =3n—2 2. u,=n%-3 3. up, = —4n+1

Remarque : On aimerait pouvoir calculer le 101 éme terme de la suite arithmétique u définie par
Upt1 = Up + 6. Pour cela il serait intéressant d’avoir une formule donnant explicitement u,, en fonction
de n

&% Théoréme 2

On considére une suite (u,) définie par u, = an + b ou a et b sont deux réels.
(uyn) est une suite arithmétique de raison a

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, 1S/ 2009-2010 10
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o Preuve

Soit n € N, on a alors :
Upt1 —Up =aln+1)+b—an—b=a

’,

¥ Théoréme 3 :
Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r, alors u, = ug + nr

Q Preuve

(uy,) étant une suite arithmétique, on a : u; = ug +r, puis ug = uy + r(= ug + 2r), et ainsi de proche

en proche on a :

o

K/
_yy

Uy =Ug+7r
Uy = UL+ 71

En additionnant membre a membre ces n égalités, on obtient :
Uy Uy + A Uy = U UL F A Upeg T = U, = U + 1
FExercice 6 :

(uy,) est la suite arithmétique de premier terme ug = 3 et de raison 2.
Calculer ugg1g

&% Théoreme 4 :
Soit (uy,) une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r, alors pour tous p et n de N :

Up = Up + (0 — D)7

&/ Preuve
D’apres le théoreme précédent on a pour tous p et n de N :

Uy = Ug + pr et Up = UQ + 1T
Par conséquent
Up — Up = Uy +nr —ug—pr = (n—p)r <= u, =up+ (n—p)r
FExercice 7 :

Considérons une suite arithmétique (vy,) telle que vo7 = 6 et v39 = 10
Calculer vy et vy

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, 1S/ 2009-2010 11
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III-2 Sens de variation

( )
&% Théoréme 5 :

On consideére une suite (u,) arithmétique de raison 7.
1. Sir > 0 alors la suite (u,) est strictement croissante ;

2. Sir =0 alors la suite (uy,) est constante;

L 3. Sir < 0 alors la suite (u,) est strictement décroissante.

/ Preuve
Comme (u,,) est une suite arithmétique de raison r, on a, par définition, pour tout n € N :

Up+l = Up +T7 < Upyl —Up =T

ITI-3 Sommes de termes

Remarque : Soit (u,) une suite. La somme u; + uy comporte deux termes, de méme la somme
u1 + ug + uz en comporte 3. De maniere générale la somme u; + ug + ... u, comporte p termes.
Combien en comporte la somme :u14 +u1s+- - -+ugs 7 On peut remarquer que cette somme s’écrit encore :

U413 + U2+13 + -+ + U13+12

Par conséquent elle comporte 12 termes, i.e 25 — 14 + 1 termes.

-
é\ Propriété 1 :
La somme u;, + up41 + - - - + u4 comporte donc ¢ — p + 1 termes (p et ¢ sont des nombres entiers
tels que : p < q)

P
v 3 N . .
Qﬁ‘r Théoréme 6 : Somme des n premiers entiers

n(n+1)

1+2+ - tn—l+n=——

@ Preuve

Notons S =14+2+---+n—1+n,ona28=142+---+n+1+2+---+n=>1+n)+2+n—
1
D4+@B+n—2)4+n—-2+3)+(n—1+2)+(n+1)=n(n+1) doncS:n(%

'@"Exemple :
La somme des 100 premiers entiers est donc :

100 x 101 10100

= 5050
2 2
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= )

( <\ » N
&% Théoréme 7 :
On considére une suite arithmétique (u,) et S la somme des n premiers termes de cette suite. On

a alors :
n(p + d)

2
p désigne le premier terme de la somme et d le dernier.

S =

/ Preuve
On a:
S=p+@+r)+p@+2r)+---+(d-2r)+(d—r)+d

En inversant I'ordre des termes de cette somme, S s’écrit aussi :
S=d+d-r)+({d-2r)+--+(p+2r)+p

Effectuons alors la somme, membre & membre terme a terme, des deux égalités précédentes :

28 =(p+d)+(p+r+d—r)+(p+2r+d—2r)+---+(d—2r+p+2r)+(d—r+p+7)+(d+p)

Cette somme comporte n termes tous égaux a p + d, par conséquent :

n(p + d)

28 =n(p+d) <= S = 5

@7 Fxercice 8 :
1. Calculer la somme des 50 premiers entiers impairs.

2. Calculer la somme des 50 premiers entiers pairs en partant de 12

IV) Suites Géométriques

IV-1 Généralités

( Définition 6 :

Une suite u est géométrique si et seulement si, pour tout entier n, on a
Up41 = Un X g OU g est la raison de la suite

Autrement dit, une suite gémétrique est une suite de nombres telle que chacun de ses termes
s’obtient en multipliant le précédent par un méme nombre.

(.

'@"Exemple :

La suite des puissances de 2 est une suite géométrique de raison 2 : up4+1 = 2 X up
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(® Meéthode 1

Reconnaitre une suite géométrique :

Pour qu’une suite u soit géométrique, il faut et il suffit que, pour tout n € N, les termes u,, soient
Unp Up+1 —qe R*

1 .
soit constant :

non nuls et que le quotient
mn

Le nombre ¢ est la raison de la suite .

g

@7 Exercice 9 :
2
1. Montrer que la suite (u,) définie par u, = n est géométrique

2. La suite (vy,) est définie par vy = 6 et v,1+1 = 3v, + 4 pour tout n € N.
On note
Wy, = Up, + 2

Montrer que (wy,) est une suite géométrique

Méthode 2
Reconnaitre une suite géométrique :
Pour montrer qu'une suite u est géométrique, il faut et il suffit de montrer, pour tout n € N, que

Un+1 = qUn

@7 Ezxercice 10
Montrer que la suite (u,) définie, pour tout n € N par u,, =2 x (—1)

n

'{ﬁ‘r Théoréme 8 :

On considére une suite (u,) définie par u,, = aq™ ol a et ¢ sont deux réels non nuls.
(uy,) est une suite géométrique de raison g

@ Preuve

§ Pour tout n € N on a 4,41 = ag"™ = a¢™ x ¢ = qu,. Par conséquent la suite est géométrique de
raison ¢

’ N

Théoréme 9 :

7 >0
— @

Soit (uy,) une suite géométrique de raison g # 0 et de premier terme ug alors u,, = ug X ¢"

Preuve
On peut raisonner de proche en proche. On a :

&)

up = uoq
2
U2 = U1q = Upq
3
U3 = u2q = uUopq

n—2
Up—1 = Un—249 = Upq

n—1
Up = Un—19 = Uoq
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'\@"Exemple :

Soit (uy) la suite géométrique de premier terme ug = 2 et de raison 3. On a alors :
Uy = 2 x 3"

On peut, par exemple calculer directement us = 2 x 3% = 2 x 243 = 486

- )

p
Qg‘r Théoréme 10 :
(un,) est une suite géométrique de raison g # 0 alors quels que soient les entiers naturels n et p on
a:

Up =q" P X uy

/ Preuve
D’apres le théoréme précédent, on a :

Up = Upq" et up = uoq’

U U
donc, puisque ¢ # 0, ug = —=; d’ott u, = —¢" = up X q"7P
qr qr

Fxercice 11

(un) et (v,) sont deux suites géométriques. Déterminer us, ug, vy et vi5 sachant que :
1
l.uyg=6et qg=—=

3
2. vy =1 et vig =32

IV-2 Sommes de termes

On s’interesse & la somme des n premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de
raison ¢, avec ¢ # 1

’{ﬁ‘r Théoréme 11 : Cas particulier u, = q", avec q # 1

2 g
1—g¢q

1+q+q2+”_+qn—2+qn—1:

/ Preuve

Notons S =1+4+q+ @+ +¢" 2 +¢ LonagS=q+¢@+ - +¢" 2+ 1+ ¢
Par conséquent

n 1-— qn
1-¢)S=S—-q¢S=1—-¢"<—= S = |
—4q
'\@"Exemple :
La somme des 10 premiers termes de cette suite géométrique lorsque ¢ = 2 est donc :
1210
= 1023
1-2
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= )

P

& Théoréme 12 :
La somme de n termes consécutifs, de premier terme a, d’une suite géométrique de raison ¢ (q # 1)
est égale a :

/ Preuve
On calcule donc S, la somme de n termes consécutifs, de premier terme a, d’'une suite géométrique
de raison g ot q # 1

1—
S=atagtag®+ - +ag" ' =a(l+q++ - +q" 2 +q" ) =a—1

Remarque : Le cas ¢ = 1 est trivial :

at+aqgtag®+---+ag" '=a+a+--+a=na

@7 Fxercice 12

1 3
Soit (uy,) la suite géométrique de premier terme ug = 3 et de raison g = 3 Calculer S = ug 4+ us +
st Uy

IV-3 Convergence

N

& Théoréme 13 :

Soit (uy) une suite définie par : u, = ¢" (avec ¢ > 0) alors :

— Si g € [0;1] la suite (u,) est convergente vers 0

— Si ¢ =1 alors la suite (u,,) est constante et donc convergente vers 1
— Si ¢ > 1 alors la suite (u,,) est divergente (vers +00).

Pour cette démonstration nous allons utiliser le résultat suivant !

(‘Lemme 1 : Inégalité de Bernoulli
Pour tout réel x positif et pour tout entier n, on a :

(1+2)" >14+nx

1. un résultat servant une démonstration est usuellement appelé Lemme

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, 1S/ 2009-2010 16


http://www.wicky-math.fr.nf

Chapitre 8 wicky-math.fr.nf Suites

@Preuve du lemme
Notons Z(n) la propriété (14 x)™ > 1+ nx est vraie
2(0) et (1) sont évidentes
Montrons que & (n) = Z(n + 1).
On suppose donc que (1 + )" > 1 + nx et on souhaite montrer que : (1 + )" > 1+ (n+ 1)z
On a alors, pour tout x >0 :

" nT

(142 >1+

( ) > (14 nz)(1 + 2) en multipliant membre & membre par (1 + z) > 0
(14 2)"™ > 14 na + z + na?

( "> 1+ (n+ 1) + na®

( P> 14 (4 1)z puisque nz? > 0

n

1

Résumons : On a donc £(0) mais aussi, Vn € N, Z(n) = £ (n + 1), par conséquent on a : pour
tout réel x positif et pour tout entier n, on a :

(1+2)" >14+nx

Remarque : Le type de raisonnement que 1’on vient d’effectuer s’appelle le raisonnement par récurrence,
il sera étudié amplement en terminale.

/) Preuve du théoreme
-qg>1
Posons x = ¢ — 1, on a alors x > 0, et d’aprés 'inégalité de Bernoulli :

"=014+x)">1+nx

Or, lim 1+ nx = 400, par comparaison on en déduit :
n—-400

lim ¢" = +o0
n—-+o0o

La suite (uy,) diverge donc vers +oo
- g€ 0]
1
Si ¢ = 0 le résultat est évident, sinon posons ¢’ = —, dans ce cas ¢’ €]1; 400
q
D’apres le résultat précédent :
lim ¢ = +o0
n—-—+o0o
Par passage a l'inverse nous obtenons donc :

S
e d =0

La suite (uy,) converge donc vers 0
— g =1, le résultat est alors évident.
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@7 Fxercice 13 :

1
(up) est la suite géométrique de premier terme uy = 3 et de raison 3 On note s, la somme
ug +ur +ug+ -+ up
1. Exprimer s, en fonction de n

2. Calculer lim s,
n—-+4o0o

« La vie est faite de hasards contraire auz destinées. »

SERGE GAINSBOUG/JOHAN SFAR, Gainsbourg, vie
héroique
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