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[ COURS : GENERALITES SUR LES FONCTIONS )

1 Quelques rappels

1.1 Ensemble de définition

Définition 1. Définir une fonction f sur un ensemble de réels D, c’est associer & tout réel z € D
un réel et un seul, noté f(z)

Remarque :
— D sera toujours (& notre niveau) un intervalle ou une réunion d’intervalle
— On dit que f(z) est 'image de x et que x est un antécédent de f(x)

Exercice 1.1.
— Soit la fonction f définie par f(x) = 22 — 2 sur [0;3]. On note encore :

f:[0;3] =R
x =2
Déterminer I'image de —b5 et les antécédents éventuels de 4 et —4
— Soit

g: [0;4+00] —R
T =T+ 1

Déterminer les antécédents éventuels de 4 et —4

Remarque : On ne peut définir g sur un ensemble plus grand

Définition 2. L’ensemble de définition d’une fonction f est I’ensemble de tous les réels pour
lesquels f(z) est calculable

Exemples :

1. Soit f la fonction définie par f(x) = 22 — 3x + 1. Trouver son ensemble de définition.

V16 — 22
2. Soit g la fonction définie par g(z) = 4753: Trouver son ensemble de définition.
— b5z

3. Soit h la fonction définie par h(x) = v/—z + 1. Trouver son ensemble de définition.
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1.2 Courbe représentative

Définition 3. La courbe représentative d’'une fonction f définie sur D est I’ensemble des points
de coordonnées (x; f(x)) ou « parcourt Dy.

Exemple : Soit la fonction a définie par a(z) = 2® — 3z + 1. Tracer sa courbe représentative.

Remarque : Toutes les courbes ne représentent pas des fonctions. On s’appuie sur la définition pour le
comprendre. En effet, un élément ne peut avoir plusieurs images.

6T

1.3 Parité

Définition 4. Soit f une fonction définie sur Dy un intervalle symétrique par rapport a 0. On
dit que f est paire si et seulement si pour tout € Dy on a f(z) = f(—x).

Exemple : Soit j la fonction définie sur R par j(z) = 22 est une fonction paire.

Propriété 1. Dans un repére orthogonal, la courbe représentative d’une fonction paire est
posséde 'axe des ordonnées comme axe de symétrie.
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Définition 5. Soit f une fonction définie sur D; un intervalle symétrique par rapport a 0. On
dit que f est impaire ssi pour tout x € Dy on a f(z) = —f(—x).

Exemple : Soit j la fonction définie sur R par j(z) = 2% est une fonction impaire.

Propriété 2. Dans un repére orthogonal, la courbe représentative d’une fonction impaire est
posséde l'origine du repére comme centre de symétrie.

Exercice 1.2. On considére la fonction r définie pour tout = € R par r(z) = z(z — 2).
1. Etudier la parité de la fonction .
2. Démontrer que r(z) = (z —1)2 — 1.
3. Démontrer que la fonction r est minorée par —1.

4. Dans un repére orthonormal, tracer soigneusement la représentation graphique C). de la fonction r
(on se limitera a l'intervalle [—1; 3])

1.4 Variations

Définition 6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est croissante (res-
pectivement strictement croissante) si pour tous réels a et b de I on a :

a<b= f(a) < f(b) (respectivement a < b = f(a) < f(b) )

Remarque : Antécédents et images sont rangés dans le méme ordre, on dit qu'une fonction croissante
conserve 'ordre.

Exemple : -
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Définition 7. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est décroissante
(respectivement strictement décroissante) si pour tous réels a et b de I on a :

a<b= f(a) > f(b) (respectivement a < b = f(a) > f(b) )

Remarque : Antécédents et images sont rangés dans 'ordre inverse, on dit qu’une fonction décroissante
inverse 1’ordre.

Exemple :

Remarque : On ne parle de fonction croissante ou décroissante que sur un intervalle, les bornes ouvertes
ou fermées ne jouant aucun role.

Remarque : On parle de fonction monotone sur un intervalle I si celle-ci y est soit croissante, soit
décroissante.

Définition 8. Soit f une fonction définie sur un intervalle 7. On dit que f est constante si pour

tous réels a et b de I on a f(a) = f(b)

Exemple :
f@lre)
T T
I I
I I
I + I
I - I
rJ I
: | : | : |
a 0 7 b

Remarque : La représentation graphique d’une fonction constante est une droite paralléle & 'axe des
ordonnées.
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Exercice 1.3. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2z + 1. Montrer que f est croissante.
Soit g la fonction définie sur R par f(z) = —3x 4+ 5. Montrer que g est décroissante.

Exercice 1.4. Soit z la fonction définie par z(z) = %

Quel est son ensemble de définition ?

Quelles sont les images de 67 47 07

Quels sont les antécédents de 127 87

Démontrer que la fonction est décroissante sur [3; +oo[ et décroissante sur | — oo; 3].

Dresser le tableau de variations de z.

SN e

Tracer la courbe représentative de z.

1.5 Extrema

Définition 9. Soit f une fonction définie sur un intervalle Iet @ € I. On dit que f admet un
maximum en a si, pour tous réels x € I on a : f(z) < f(a).
f(a) est le maximum de f sur I, atteint en a.

Exemple : Quel est le maximum de la fonction ¢ définie sur R par t(z) = —22 +37
Pour tout # on a —2? < 0 <= —z% + 3 < 3 < t(z) < t(0).
Donc le maximum de ¢ est 3, atteint en 0 (pour z = 0.

Définition 10. Soit f une fonction définie sur un intervalle Iet a € I. On dit que f admet un
minimum en a si, pour tous réels x € I on a : f(z) > f(a).
f(a) est le minimum de f sur I, atteint en a.

Exemple : Quel est le minimum de la fonction v définie sur R par v(z) = 22 — /37

Pour tout 2 on a 22 > 0 <= 2?2 + /3 > /3 <= v(z) > v(0).
Donc le minimum de v est v/3, atteint en 0 (pour z = 0.

Remarque : On parle d’extremum lorsque la fonction admet soit minimum, soit maximum.

Exercice 1.5. Quel est le maximum sur R de la fonction f définie sur R par f(x) = —(x —2)% +47
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2 Comparaison de deux fonctions

Définition 11. Soit D une partie de R. On dit que f et g sont égales sur D si: f(x) = g(x),
pour tout z € D. On note f = g sur D

Exemples : Considérons les fonctions f, g et h définies par :
1. 2. 3.

f: R >R g: R —R h: R —R

Tz — Va2 T =] T —x

Onaf=gsurR, f=hsur RT et g = h sur R*.

(x —1)(x+2)

Exercice 2.1. Soit f et g deux fonctions définies par : f(x) = 1
Tz —

et g(x) = x + 2. Sur quel

ensemble a-t-on f = g7

Définition 12. Soit I un intervalle et soient f et g deux fonctions définies au moins sur I. On
dit que :

1. f est inférieure a g sur I lorsque : f(z) < g(z) pour tout x € I. On note f < g sur

2. f estpositive ou négative sur I lorsque : f(z) > 0 (ou f(z) < 0) pour tout x € I. On not
f=0 (ouf <0)surf

3. f est majorée sur I lorsqu’il existe un réel M tel que f(x) < M pour tout x € T

4. f est minorée sur I lorsqu’il existe un réel m tel que f(z) > m pour tout x €

5. f est bornée sur I lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée.

Remarque : La relation d’ordre pour les fonctions n’est pas totale, en ce sens que deux fonctions ne sont
pas toujours comparables

6__
Exemple : On considére les fonctions f et g sur R Cy
définies par f(z) = x et g(z) = 22 L
Les fonctions f et g ne sont pas comparables sur R™.
En revanche on a : f > g sur [0; 1] C
De plus f < g sur [1;4o00] 4T
Pour prouver ces affirmations il suffit d’étudier le
signe de la différence f — g : 3T

2__

1 =<

f(2) — glw) = — 2% = o(1 - 2) J
1 0 ;71 2 3 4
6




Chapitre 1 www.wicky-math.fr.nf Généralités sur les fonctions

On dresse le tableau de signe pour conclure :

T 0 1 +00
rlo + +
1—=x + (:) —
f—yg é + (:) -

Remarque : En conséquence de 'exemple précédent : un nombre n’est pas toujours inférieur a son carré!

Exercice 2.2.

1
1. Démontrer que la fonction f définie par f(x) = z(1 — z) est majorée sur R par R En déduire que f

1
admet — comme maximum.

2. Démontrer que la fonction ¢, définie par ¢(x) = 3sinx — 1 est bornée sur R

Propriété 3. Soit f une fonction monotone sur un intervalle I = [a;b] alors f est bornée

Démonstration :

Supposons que f est croissante sur [a;b], et soit = € I, on a :
a<zr<b

et donc : f(a) < f(z) < f(b). f est donc a la fois majorée et minorée, elle est donc bornée.
Supposons que f est décroissante sur [a;b], et soit z € I, on a :

a<z<b

et donc : f(a) = f(z) = f(b). f est donc a la fois majorée et minorée, elle est donc bornée.

3 Opérations sur les fonctions

3.1 Somme, produit, quotient..

Définition 13. f et g sont deux fonctions définies sur I et A désigne un réel quelconque.

1. Les fonctions f + g, fg, Af et f 4+ X sont les fonctions définies sur D par :

g9)(x) = f(x) + g(x) 2. Si de plus, pour tout = € I g(x) # 0, la fonc-

9() tion notée = est la fonction définie sur I par

(
A)(r) = f(z)+ A <i> (z) = %
g g\r




Chapitre 1 www.wicky-math.fr.nf Généralités sur les fonctions

Exemples : f et g sont les fonctions définies sur R par f(z) =|z | et g(x) =  — 2. Alors :

: ng)r(g))(x)lz‘lw’(ﬂ _)2 - (2+9)(x)=2+w}2:x Y
- (f9)(x) =] x| x(z —2 s
- (39)(x) =3(x —2) — pour tout x # 2, <§> (z) = P

Exercice 3.1. f et g sont deux fonctions affines et A désigne un réel. Démontrer que f+ g et Af sont des

fonctions affines. Qu’en est-il de f + A, fg et i
g

3.2 Sens de variation

Propriété 4. Si f est une fonction monotone sur un intervalle I et A € R alors les fonctions f
et f+ A ont méme sens de variation sur [

Démonstration :

Si f est décroissante sur [ :
Soit a et b deux réels de I tels que a < b. Comme f est décroissante sur I on a :

fla)+ A= f(b)+ A

Donc la fonction f 4+ A est décroissante sur [

Exemple : La fonction f définie sur R par f(x) = 23 4+ 22 — 1 est strictement croissantes sur R puisque les
fonctions z +— 3 et &+ 22 — 1 le sont

THEOREME 1. Soient f et g deux fonctions définies au moins sur le méme intervalle I

— Si f et g sont croissante (respectivement décroissante) sur I alors f + g est croissante
(respectivement décroissante) sur [

— Si f est croissante sur I et A > 0 (respectivement A < 0) alors la fonction Af est croissante
(respectivement décroissante) sur [

— Si f est décroissante sur I et A > 0 (respectivement A < 0) alors la fonction Af est
décroissante (respectivement croissante) sur I

Démonstration :
Soient a et b deux réels de [ tels que a < b :

1. Comme f et g sont croissantes sur I on a : f(a) < f(b) et g(a) < g(b), en somme :
f(a)+g(a) < f(b) + g(b)

Ainsi f + g est croissante sur I.
2. L'inégalité f(a) < f(b) devient A\f(a) < Af(b) si A > 0 et Af(a) = Af(b) si A <0, ce qui

prouve le deuxiéme résultat
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B 2
Exercice 3.2. Etudier le sens de variation de la fonction définie sur R™* par f(x) = —=
x

Remarque : Il n’y a pas de régle aussi simple pour le produit de deux fonctions. Considérons les fonctions
f et g croissantes sur R définies par f(z) = z et g(x) = x* alors le produit fg(z) = 2% est une fonction
croissante sur RT et décroissante sur R™.

Exercice 3.3. Soient f et g deux fonctions positives et croissantes sur un intervalle /. Démontrer que le
produit fg est une fonction croissante sur [

4 Composition de fonctions

4.1 Deéfinition

Dans cette partie on désigne par f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et D,,.

Définition 14. La fonction composée de g suivie de f, notée f o g, est la fonction définie par :

(fog)(x) = flg(x)]

Exemples :

1. Si f et g sont deux fonctions définies sur R par f(z) =z + 1 et g(z) = 2% — 1 alors :
fog(z) = flg(x)] = g(x) +1=2" —1+ 1 =2
. . . 1
2. Si f et g sont deux fonctions définies sur R et R* par f(z) =x + 1 et g(x) = — alors :
x

1 1
gof(iﬂ)zg[f(ﬂ?)]:m:m_'_l

Dans ce deuxiéme exemple I'ensemble de définition de go f (R — {—1}) n’est pas le méme que celui
de fetdeg
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Exercice 4.1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2z — 1, g la fonction définie sur R par g(z) = x?

et h la fonction définie sur R* par —
x

1. Déterminer fog, go f, foh,hof,hoget goh

2. Déterminer I'ensemble de définition des fonctions précédentes

Propriété 5. L’ensemble de définition de f o g est ’ensemble des réels z tels que :

x € Dy et g(x) € Dy

Démonstration :

L’ensemble de définition de f o g est 'ensemble des réels z tels que f o g(x) est calculable, or

fog(z) = flg(z)].

Pour que f o g(z) soit calculable il faut dans un premier temps que g(x) soit calculable donc :
r € Dy

Dans un second temps on doit appliquer f au nombre g(x) donc :

g(z) € Dy

Au final on a bien :
x € Dy et g(x) € Dy

4.2 Sens de variation

Notation : On note f(I) I'ensemble des valeurs f(x) ou x € I

THEOREME 2.

1. Si f et g ont le méme sens de variation (f sur I et g sur f(I)) alors g o f est croissante
sur [

2. Dans le cas contraire g o f est décroissante sur

Démonstration :

Cas ou f est croissante sur

Soient a et b deux réels de I tels que a < b, alors f(a) et f(b) appartiennent & f(I) et f(a) < f(b)

— Si g est croissante sur f(I), alors g[f(a)] < g[f(b)] i.e go f(a) < go f(b), donc go f est
croissante sur [

— Si g est décroissante sur f(I), alors g[f(a)] = g[f(b)] i.e go f(a) = go f(b), donc go f est
décroissante sur [

10
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Exemple : Etudions le sens de variation de la fonction h définie par h(z) = v/1 4 22

On décompose h de la facon suivante h = go f ou f(z) =1+ 22 et g(x) = /.

La fonction f est décroisante sur R~ et la fonction g est croissante sur f(R™) =]1;+oc[, donc h est
décroissante sur R™.

La fonction f croissante sur RT et la fonction g est croissante sur f(R™) =]1; 4o00[, donc h est croissante
sur RY

ITlustration

Exercice 4.2.

1. Etudier le sens de variation de la fonction h définie sur | — oo; 1] par h(z) = /1 —

x
2. Etudier le sens de variation de la fonction h définie sur [—g; g] par g(x) = cos (g - ac)

5 Représentation graphique des fonctions associés

Dans cette partie on note f une fonction définie sur I et Cy sa courbe représentative dans un repére

(0;14,7)

5.1 Courbe représentative de f + A

THEOREME 3. La courbe Cy représentant la fonction g définie par g(z) = f(x) + A est
I'image de Cy par la translation de vecteur \j

Démonstration :

Soit M(z, f(z)) un point de la courbe Cf, le point de coordonnées M’ (x; f(x) + A) est un point
= N
de Cy. De plus MM' = \j

11
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Exercice 5.1. Soit f la fonction « racine carrée »et Cy sa courbe représentative. Représenter la fonction
g définie par g(z) = /x + 3

ITlustration

5.2 Courbe représentative de = — f(z + \)

THEOREME 4. La courbe Cy représentant la fonction g définie par g(z) = f(x + A) est
I'image de Cy par la translation de vecteur —\i

Démonstration :

Soit M(z, f(x)) un point de la courbe Cy. Le d’abscisse x — A de C, a pour ordonnées : g(z —\) =
o v
f(x). Donc M'(z — A; f(x)) est un point de Cy. De plus MM’ = —\i

Exercice 5.2. Soit f la fonction « racine carrée »et C'y sa courbe représentative. Représenter la fonction

g définie par g(x) = Vx + 2

[lustration

12
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5.3 Courbe représentative de = — —f(x)

THEOREME 5. La courbe Cy représentant la fonction g définie par g(z) = —f(x) est
I'image de C par la symétrie d’axe celui des absisses

Démonstration :

Soit M(z, f(z) un point de la courbe CY, le point de coordonnées M'(x;—f(x)) est un point
de Cy. Le milieu E du segment [MM’'] a pour coordonnées E(x;0), il est donc sur l'axe des
abscisses.

Conséquence : Pour tout point M de Cy d’abscisse x le point M’ de Cy d’absisse x est I'image
de M par la symétrie d’axe (Ox).

Exercice 5.3. Soit f la fonction « racine carrée »et Cy sa courbe représentative. Représenter la fonction

g définie par g(x) = —\/x

[lustration

13
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5.4 Courbe représentative de = — f(—x)

THEOREME 6. La courbe Cy représentant la fonction g définie par g(z) = f(—x) est
I'image de Cy par la symétrie d’axe celui des ordonnées

Démonstration :

Soit M (x, f(x) le point de la courbe Cy d’abscisse x et soit M'(—xz;g(—z) = f(x) le point
d’abscisse —z de Cy. Le milieu E du segment [MM'] a pour coordonnees E(0; f(x)), il est donc
sur l'axe des ordonnees

Conséquence : Pour tout point M de C'y d’abscisse x le point M’ de Cy d’absisse —z est I'image
de M par la symétrie d’axe (Oy).

Exercice 5.4. Soit f la fonction « racine carrée »et Cy sa courbe représentative. Représenter la fonction

g définie par g(z) = V—x

[lustration

14



