Chapitre 6 wicky-math.fr.nf Dérivation

Exercice 3.10 du cours :
Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 2% — 622 + 2. Quels sont les extrema locaux de f ?

Pour trouver les extrema locaux, on étudie le signe de la dérivée.

f'(x) = 32% — 122 = 3z(z — 4)
Ona fl(zr)=0<=3z(r—4)=0<z=00ux =4
Les extrema locaux possibles pour f sont donc f(0) et f(4).
Vérifions que la dérivée change de signe en 0 et en 4.
On dresse le tableau de signes de f” :
On sait qu’un trinéme du type ax® + bx + ¢ est du signe de a a Uextérieur des racines

f'(x) + 0 - 0 +

La dérivée f’ change de signe en 0 et en 4, donc f(0) et f(4) sont des extrema locaux.
Plus précisément on a f(0) = 2 est un maximum local et f(4) = —30 est un minimum local.

Exercice 19 de la fiche JF et 26 de la fiche JD :

22+ Tz + 10

z+1
On note ¢ sa représentation graphique dans un repére orthonormal (O;1, 7).

On considére la fonction f définie sur R — {—1} par : f(z) =

1. Calculer f(0). En déduire les coordonnées du point d’intersection de la courbe % avec
I’axe des ordonnées.
f(0) = 10. Donc le point d’intersection de la courbe € avec ’axe des ordonnées est le point A(0; 10).
A est sur l’axe des ordonnées d’ou x4 =0 et il est sur ¢y d’ou ya = f(0).

2. Déterminer les coordonnées des éventuels points d’intersection de la courbe %; avec
I’axe des abscisses.
Ce(s) point(s) sont sur l’axe des abscisses d’ot y = 0 et ils sont sur ¢y d’ou leurs
coordonnées du type (x;0) avec x tel que f(x)=0.

2
7 10
On doit donc résoudre f(z) =0 <~ % =022+ T7r+10=0et v # —1
T
Apres calculs on trouve A =9 et 1 = —5H et 29 = —2.

Donc les points d’intersection de la courbe € avec I’axe des abscisse sont B(—5;0) et C(—2;0).

3. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que : f(z) =ax+b+ -T—l pour tout z € R — {—1}
x
c (ax +b)(x+1)+c ax?+az(b+a)+b+c
ar + b+ = =
x+1 x+1 x+1
¢ a=1
Donc f(z) =ax+b+ < b=6
r+1 4
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Finalement on trouve f(z) =2+ 6 + —.
z+1

4. Etudier les limites de f en —1" et en —17. En déduire que la courbe %; admet une
asymptote verticale D dont on précisera I’équation.

2
z*+T7r+10 4
li = lim —— = = lim — =
LT TS I T R S
li = lim —=-—
m_ )= Jig =0
Donc la courbe ¢y admet une asymptote verticale D d’équation x = —1.

5. Etudier les limites de f en +o0o et —oco. La courbe ¢y admet-elle une asymptote hori-

zontale ?
2 2
7 10
lim f(z)= lim S e lim & = lim =400
T——+00 z—+00 x+1 T—+00 I T——+00
lim f(z)= lim z=—o0
r——0Q0 r——00

Donc la courbe ¢ n’admet pas d’asymptote horizontale.

6. Démontrer que la droite A d’équation y = = + 6 est asymptote oblique a la courbe ¢;
en +o0o et en —oco. Préciser la position relative de ¢; et de A.
Pour cela, on calcule la limite de la différence f(x)— (x +6), puis on regardera le signe
de cette différence.

. : 4 . 4
mgrfoof(x)—(x—kﬁ)—xgrfoox+6+x—“—(x+6)—mgrfmx+l

lim f(z)= lim 1 =0

T——00 z——oox + 1 o

Donc la droite A d’équation y = x + 6 est asymptote oblique a la courbe € en +oo et en —oo.

4
Quand z — 4+oo on a f(z) — (x +6) = oo > 0 donc Cy est au-dessus de A.
T

4
Quand x — —oco on a f(x) — (r +6) = 211 < 0 donc C est en-dessous de A.

7. Calculer la dérivée f’ de f puis étudier son signe. En déduire le tableau de variation
de f.
On pose u(z) = 22 + 7z + 10 et v(z) = z + 1. Alors v/(z) = 22 + 7 et v'(x) = 1.
Alors f/(x) = 2z +7)(z+1) = 1(z2 + 72 + 10 _ 222 + 20+ Tw + 7 — 2% — Tx — 10 _ 2?24+ 22 -3
(x+1)2 (x +1)2 (x+1)2
Apres calculs, on a A =16 et 1 = —3 et x5 = 1.
On peut alors dresser le tableau suivant :
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On n’oublie pas la valeur interdite !! De plus, on le compléte avec les limites calculées
précédemment (questions 4 et 5) et les valeurs f(—3) et f(1).

T |—o00 -3 —1 +00

1

1 +0o0 +o0
f@| 7 \_ SN ; e

8. Déterminer une équation des tangentes 7, et T_3 aux points de la courbe ¢; d’ab-
scisses respectives —2 et —3.
On rappelle l’équation de la tangente au point d’abscisse a : y= f'(a)(x — a) + f(a)
OnaT.s:y=f(-2)(z+2)f(—2). On calcule donc f'(—2) = =3 et f(—2) = 0. On retrouve le
résultat de la question 2.
Donc T3 : y = =3(z + 2)
Demémeon aT_3:y = f'(=3)(z+3)f(3). On calcule donc f'(—3) =0 et f(—3) = 1. Déja calculés
a la question 7.
Donc T 5:y=1

9. Tracer, dans le repére, D, A, T_5, T_3 et €f. (On se limitera a [-10; —1[U] — 1;6])

.

4

=

[\
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Exercice 18 de la fiche JF et 24 de la fiche JD :

2
-3 1
On considére la fonction f définie sur |0; +o00| par : f(z) = ik On note ¢ sa représen-
x
tation graphique dans un repére (0;i,j).
1. Résoudre dans R, f(z) =0
2
-3 1
f(:c)ZO@wZO@xQ—?ﬂH-l:Oetx;éo
x
3—+5H 3 )
Apres calculs, on a A =5, 1 = V5 et xo = i \/_

2

1
2. Vérifier que f(z) =2 —3+ —.
T

1 2(xz-3)+1 22-3z+1
x x x

()

3. Etudier la limite de f quand x tend vers 0. En déduire que ¢; admet une asymptote D
dont on précisera une équation.
2
-3 1 1 1
lim f(z)= lim TIOTE L g — = +00 lim f(z)= lim —=—o0
z—0t z—0t x z—0t T z—0~ z—0— T
Donc la courbe ¢y admet une asymptote verticale D d’équation x = 0.

4. Etudier la limite de f quand z tend vers 400

2 2
-3 1
lim f(z)= lim oSl lim = lim =400
T——+00 T—-+00 xT r—+00 I T—+00
5. Calculer lirf [f(z) — (x — 3)]. En déduire l’existence d’une asymptote A dont on précis-
T— 100

era I’équation et étudier la position de A et €.

lim f(z)— (z—3)= lim x—3—|—i—(az—3): lim 1

Tr—400 T—400

Donc la droite A d’équation y = x + 6 est asymptote oblique a la courbe €5 en +oo.
1

Quand x — 400 on a f(x) — (x 4+ 6) = — > 0 donc Cf est au-dessus de A.
x

6. Calculer la dérivée [’ de f et étudier son signe. En déduire son tableau des variations.
On pose u(z) = 22 — 3z + 1 et v(z) = z. Alors v/(z) = 2x — 3 et v/(x) = 1.
Alors /() = (2x—3)m—12(x2—3x+1 _ 202 — 3z — 2?4+ 3z — 1 _ 2?2 — 1.
x x

2 2
Onaalors2? —1=0<=x=—-1louxz=1.
On peut alors dresser le tableau suivant :
On n’oublie pas la valeur interdite !! De plus, on le compléte avec les limites calculées
précédemment et les valeurs f(—1) et f(1).

X

T |—0o0 -1 0 1 400
@) | |
+ Q — - Q +
-5 +00 +00
@ 7 N ~ 7
—00 —00 —1
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