Exercice 1. (2 points)
Pour I,, =1+3+5+---+ (2n — 1) on utilise la suite arithmétique de raison 2 et de premier terme 1.

Alors u, = 2n — 1 et I,, contient n termes.
1+(2n—-1
Donc I,, = n x %:n?
Pour P, = 2+ 4+ 64 --- 4+ 2n on utilise la suite arithmétique de raison 2 et de premier terme 2.

Alors u, = 2n et2 PnQContient n termes.
ten n(n+1).

Donc P, = n x

Exercice 2. (4 points)

1. On sait que les cotés sont trois termes consécutifs d’une suite arithmétique. Appelons r sa raison.
Alors on a que les trois cotés du triangle ABC' sont du type 1, 1 4+ r et 1+ 2r (dans ce cas r > 0) .
Comme de plus le triangle est rectangle, d’apres Pythagore on a

PrA+r)y?=0+2r)l<=2+22r+r’=1+4dr+4r? =32 +2r—1=0

—-2—4 —2+4+4
OnaA=4—-4x3x(—1)=16. Donc on trouve r = : < 0 (Impossible) et ro = 6+ .
1 4 5

Donc r = 3 et les longueurs des c6tés sont 1, 3 et 3"
2. On procéde de méme mais on appelle ¢ la raison de la suite géométrique.

On a que les trois cotés de ABC sont du type 1, ¢ et ¢* (dans ce cas ¢ > 1).

Comme de plus le triangle est rectangle, d’apres Pythagore on a

12+q2=(q2)2<:>q4—q2—1=0
Pour résoudre cette équation bicarrée, posons @ = ¢2. Alorson a Q> — Q — 1 =0.
1 5 1—-+/5
A= (=12 —-4(1)(=1) =5. Dol Q = +2\/_ et Qo = 2\/_.
Comme @Q = ¢% > 0, la solution Q, est impossible.
. 1+5 1+5
Finalement on a ¢1 = 5 ou qo = — 5
1 5
Comme ¢ > 1, on trouve g = +2\/_ et les longueurs des cotés sont 1, ¢ et Q.
Exercice 3. (5 points)
On consideére les deux suites (uy,) et (vy,) définies pour tout n € N par :
3x2"—4n+3 3x2"+4n —3
Up = et v, =
2 2
1.
3x2"—4dn+3 3x2"+4n—3 3 x2"4+3x2" 3 x2ntl
W, =y, + vn = X n + n X +4n _ X + 3 X _ X gy 9n
2 2 2 2

Donc (wy,) est une suite géométrique de raison 2.

2.
3x 2" —4 3 3x2"+4n-3 -8 6
tp, = up —vn = 5 nt — ; i = T'L2+ =—4n+3

Donc (t,) est une suite arithmétique de raison —4.

3. Pour tout n € N on a w, = u,, +vn et t, = u,, — vn. Donc w,, + t, = 2u,,. D’ou:

1



Sn = Uyt up+---+uy

1 1
= Swo o) + S(wr+t) + -+ S (wn + 1)

[(wo +to) + (w1 +t1) + -+ + (wn + t5)]

[(UJQ+?U1+ +wn)+(t0+t1+"'+tn)]

1 to +t
wo 13(1 +(n+1)%>

—ontl 3—4n+3
17

<3>< =% +(n+1) 5

( —4n+6)

3x(1=2""N 4+ (n41) 5

N[ N NI= N NN =N =

(3 x (2= 1) + (n+ 1) (=20 +3))

w

X

l\?
3
+
—

1)+ (n+1)(—2n+3)

Sy, =
2

3x (21 —1) +11(~20+3) 3 x (2048 — 1) — 187

. = = = 2
5. S1o 5 5 977

Exercice 4. (9 points)
On considere la suite (uy,) définie par :

ug = 3

2

Up41 = 1T u pour tout entier naturel n
n

2 2 4
13
1 _
"3

1
1+ ug 1+3 2 1+ u

2. On a uy — ug = 2.5 et us — u; # 2.5 Donc la suite u n’est pas arithmétique.

. Ul 2 . P
On a aussi — = 6 et — # 6. Donc la suite u n’est pas géométrique non plus.
Uo u1

3. (a) On suppose qu’il existe un k € N tel que 0 < uy < 3. On a alors

0<up <3 <= 1<14u <4

I Y
1" 1+u, 4
— 2> 2 >2
14w, — 4

— 32Uk+120

Donc &), = Piy1.
Aautrement dit, si la propriété est vraie a un certain rang k, alors elle est aussi vraie au rang
suivant k + 1.
On dit que la propriété Py, : 0 < uy, < 3 est héréditaire.

(b) Comme la propriété est vraie au rang 0, d’apres la question précédente, elle est aussi vraie au
rang 1 (k =0).
Comme la propriété est vraie au rang 1, elle est aussi vraie au rang 2 (k = 2).
Comme la propriété est vraie au rang 2, elle est aussi vraie au rang 3 (k = 3). Et ainsi de suite.
On obtient que pour tout entier naturel n on a 0 < u, < 3.
On appelle ce type de démarche le raisonnement par récurrence.



4. On consideére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par :

Up — 1
Vyy =
" U+ 2
(a) u—1 3—1 2 up — 1 1 ug — 1 1
a Vo = = — = — V1 = = —— Vo — = —
0" wo+2 3+2 5 Vw2 5 2T we+2 10
(b) On a pour tout n € N :
2 1 2—1—uy
. :Un+1—1:1—|—un _ 1+ u, _ 1 —wu, :lxl_un:_lxun_lz_lv
T g + 2 2 o 2F242%un 442, 2 24w, 2 24w, 2"
1+ u, 1+ u,
T . 1
Donc (vy,) est géométrique de raison ¢ = —3
(c) O déduit = ><”—2>< L)' 2
¢) On en déduit que v, =vp X ¢" = - 3) “Ex=2r
(d) On a
Up — 1
Un:un+2 = (up+2)v, =u,—1
= UpUp + 20, —u, = —1
= up(v, —1) = —-1-20,
—-1-2
= U, = 7;% (si vy, # 1 ce qui évident de par sa définition)
Up —
14 2v,
= u, =
1—v,
Par conséquent on a pour tout n € N :
g 2 5x (—2)" +4
" 1+ 20, 5x (=2)  5x(=2)n _5><(—2)"—i—4>< 5x (=2)" 5x(-2)"+4
Tleee L 2 X (=2)" =2 5x (=2 ThHx(=2"—-2 5x (=2 -2
5x (=2)" 5x (=2)"

5x (=2)1%+4 5124 854
5x(—2)10 -2 5118 853




