Chapitre 8 wicky-math.fr.nf Suites

[ Correction de l’interrogation n°18

Exercice 1. ROC
Démontrer le théoréme suivant :

&% Théoréme 1 :

| Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r, alors u, = ug + nr

/ Preuve
(uy,) étant une suite arithmétique, on a : u; = ug +r, puis ug = uy + r(= ug + 2r), et ainsi de proche
en proche on a :
Uy =Ug+r
Uy = UL+ 71
Up—1 = Up—2 + 7T

Up = Up—1 + T

En additionnant membre & membre ces n égalités, on obtient :

UL U+ A Uy = U UL F A Upg N = u, = U + 1

Exercice 2. On consideére la suite (u,) définie par la relation de récurrence suivante :

uy = 2 dn + (—1)"
9 et v, = ———
Upp1=Up + N —n+1 n

Lug=u+02—0+1=3, up=u; +12—1+1=4

4 x50+ (=1)%° 201
v = = —
50 50 50

2. Comme Upt1 — Up = n? —n + 1, on étudie le signe de n?> —n + 1 ol n est un entier naturel
A =1b%—4dac=1—-4 <0, par conséquent n> —n+1 >0, Vn € N et donc u,41 — u, > 0 pour tout
n € N, ce qui prouve que la suite (u,,) est croissante sur N

3. On a, pour tout n € N :
in—1 In+1
< <

n n
. 4n —1 . dn —1 ) 4n . , R Lo
Or lim = lim = lim — = lim 4 = 4, par conséquent d’apres le théoréme
n—-4oo n n—-4oo n n—4+oo N n—-+4o0o

des gendarmes :

lim v, =4
n—-4oo

La suite (vy,) converge donc vers 4

Exercice 3. Les suites suivantes sont-elles arithmétiques 7 (Justifier). Si oui donner la raison.
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1. u, =2n—-3
On calcule la différence u, 1 —up, =2(n+1) =3 —2n+ 3 = 2n+ 2 — 2n = 2 qui est constante, ce
qui prouve que la suite (u,) est arithmétique de raison 2
2. v, = —3n%+1
On calcule la différence v, 11 — v, = —3(n+1)2+14+3n2—-1=-3n>—6n—-3+3n> —1=—6n—4
qui dépend de n, ce qui prouve que la suite (v,,) n’est pas arithmétique.
ug = 2
Upt1=Up — O
Cette suite est arithmétique par définition, de raison —5
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[ Correction de l’interrogation n°18

Exercice 1. ROC
Démontrer le théoréme suivant :

&% Théoréme 2 :
On considére la suite (u,,) définie par u,, = f(n), avec f définie sur I’ intervalle [a; 00|, ot a > 0
Si la fonction f est monotone (resp. strictement monotone) sur [a;+oo[ alors la suite (uy) est

monotone (resp. strictement monotone) et posséde le méme sens de variation que la fonction f

/ Preuve

1. Cas 1 : f est strictement croissante sur [a; +oo[
Pour tout entier n > a, f étant strictement croissante sur [a; 00|,

f(n)<f(n+1)<:>un<un+l

Par conséquent, (u,) est strictement croissante.

2. Cas 2 : f est strictement décroissante sur [a; +o00]
Pour tout entier n > a, f étant strictement décroissante sur [a; +oo],

f(n) > f(n+1) < up > unt

Par conséquent, (u,) est strictement décroissante.

Exercice 2. On consideére les suites (uy,) et (vy,) définie pour tout n € N* par :

T
n—1 Jcos <nz) —on
Upy = —— et Up = 5
n n
T ™
. _3COS(Z>—5_3£_5.U _3COS<§)—10__§
ST 1 BRI 4 T2
49
Us0 = =5
L1 . . . z—1
2. On va étudier le sens de variation de la fonction f ou f(x) =
x

r—(x—1 1
# = —5 >0, donc la fonction f est strictement croissante sur Rt*
x

fl(x) =
3. Ona:

72

—1<cosn<1 VYn € N
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En particulier
7T
—-1< -1 <1
< cos (n4> <
T
— —3 < 3cos <nz> <3

<— —3—5n§3cos(n%>—5n§3—5n

—3—5n 3—5n
—_— < <

< B S Un S
n n
. —3n—>5 . 3n —on . 3n . 3 , . ,
Or, im ——— = lim ——— = lim — = lim — = 0, par conséquent d’apres le théo-
nStoo  n2 nstoo 2 n=+toon?  notoon

réme des gendarmes la suite (v,,) converge vers 0

Exercice 3. Les suites suivantes sont-elles arithmétiques ? (Justifier). Si oui donner la raison.
1. u, =5n% —4
On calcule 1,1 — u, = 5(n +1)2 — 4 =5n? + 10n + 5 — 4 = 5n? 4 10n + 1, différence qui dépend
de n, la suite n’est donc pas arithmétique.
2. v,=-3n+1
D’apres le cours la suite v,, est arithmétique et a pour raison —3

uyg = 1
3. 1
Up+1=Un — g
R . . s . 1
D’apres le cours la suite (u,) est arithmétique et a pour raison -3
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