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[ CORRECTION DU DEVOIR MAISON 4 : TRIGONOMETRIE )

Exercice 1. Calcul de cos % et de sin %
Dans un repére orthonormal (O; i, ;), A est le point de coordonnées (1;+/3)

1. Notons A(p;6 dans (O;i), on a alors :
p=Vr2+y2=v1+3=2

et 0 est tel que :

ol%

1
cosf = = sinf =
2

La mesure principale de 6 est alors : % Ainsi A (2; %)
2. B est I'image du point A par la rotation! de centre O et d’angle g

(a) Comme B est l’image du point A par la rotation de centre O et d’angle g on a OA = OB

(OA OB) = 5 Par conséquent si (p;6) désigne les coordonnées de B ona p = 2 et 0 =
(7,0—B>) =(1 ,O—zzl) (OA, OB) = g —I—g _om Les coordonnées polaires de B dans (O;1)
sont donc (2; om

6
(b) Notons (z3;s) les coordonnées cartésiennes de B dans (O;4,7), on a alors :

DO | =

5 3 5
wb—p0089—200s%:2x <—§>:—\/§ et yb:psin9:2sin%:2x

Les coordonnées cartésiennes de B dans (O; f, j) sont donc B (—\/g; 1)

3. Notons (zr;yr) les coordonnées cartésiennes du milieu I du segment [AB] dans le repére (O;z,j),

on a donc :
Totay 1—4/3 Yoty V3+1
= et yI: =
2 2 2 2
- 1—\/3_\/§+1>
2 )

Les coordonnées cartésiennes de I dans (O; i, ) sont donc [ ( 5

Ty =

4. Calculer les coordonnées polaires de I dans (O;7) revient a calculer OI et (7, —I>) On a :

of (1—\/§> +<\/§+1> :\/1—2\/§+3+3+2\/§+1_\/§:¥:\/§

2 2 2 T2

Le triangle OAB est rectangle isocéle en O puisque B est 'image de A par la rotation de centre O

T
et de rayon 5 Par conséquent :

T

—_— — — —_— —

(0A,0l)=%  etdonc  (7,01)=(i04)+(04,01) =

+7T
4 12

m
3

Les coordonnées polaires de I sont donc <\/§, 7—7T>

1. Dans tous le devoir on retiendra que si B est l'image de A par la rotation de centre O et d’angle 6 alors OA = OB et
—_— —
(OA,0B) =0
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5. Connaissant les coordonnées polaires et cartésiennes de I on obtient :

1-+3 14+V3
Tz 2 _1—\/3_\/5—\/6 N 9 :\/5-1-\/6

cos— = — = = = et sSin — =

12 p V2 2/2 4 12 V2 4

Exercice 2. L’objectif du probléme est de construire puis d’étudier une spirale obtenue & partir d’un

carreé.

Partie A : Construction

Dans un repére orthonormal direct (O;1,7) le carré OABC' est tel que : A(—1;0), B(—1;—1), C(0; —1).
. ™ .

Les rotations d’angle 5 et de centres respectifs O, A, B et C' sont notées ro, ra, rp et ro.

Mg

1. -
Placer le point My = C, puis My, Ms, M3 et My tels que :

ro(My) = M ra(My) = M, re(Ms) = M; ro(Msz) = My
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2. Continuer le processus pour My, Mg, M7 et Mg, ... avec :
ro(My) = M5 ra(Ms) =Ms  r(Mg) = M7 rc(M7) = Mg

Partie B : Des alignements

1.
ro(Mo) = My ra(My) =My  rp(Mz) =Mz  ro(Mz) =M,
on a:
—_— T
(OMy,OM;) = 5= (AM;, AMs) = (BMy, BM3) = (C M3, CMy)
= . - = -2 . A
On a: M; € [0,1), puis My € [A, j) et M3 € [B,—i) et enfin My € [C,—j) ce qui prouve que OMy,
—_—
O M} sont des vecteurs colinéaires et de méme sens. Un raisonnement parfaitement identique montre
—_— ——
que , OMg, OMis, ... sont des vecteurs colinéaires et de méme sens.
2. Les vecteurs OM;1, OM5, OMgy, OMys, ... sont des vecteurs colinéaires et de méme sens, puis les
—
vecteurs AMs, AMg, AMyy, AMyy4, ... sont des vecteurs colinéaires et de méme sens, et enfin BMs3,
BMz7, BMy1, BM;s, ... sont des vecteurs colinéaires et de méme sens.

3. Comme 20 =4 x 5 alors My € [0, —;) et comme 2009 = 4 x 502 + 1 alors Myggg € [O,Z)
Partie C : Calculs de longueurs de segments

1. Comme ro(My) = My on a : OMy = OM; = 1 puisque le cube a pour c6té 1. Par conséquent
AM; = AO + OM; = 2 et donc comme 7r4(M;) = My on a AMy; = AM,; = 2. Puis comme
BM; = BA+ AMy =1+ 2 =3 et comme rg(My) = M3 on a BMy = BM3 = 3. On poursuit avec
CMs=CB+ BM3s=1+3=4 et comme r¢c(Msz) = Mg ona CMs=CMy=41ie MgMy =4

2. Comme ro(My) = M et comme ro(My) = Ms, la rotation conservant les distances, on a : MMy =
M7 Ms. De la méme maniére comme la rotation conserve les distances on obtient : My M5 = MyMg =

MsMy; = ... Par conséquent pour tout entier k, on a dans un premier temps rx(Mg_1) = My et
rx(Mp4s) = M4 o0 rx désigne 'une des quatres rotations données dans 1’énonce, puis dans un
second temps parce que la rotation conserve les distances, MMy qy = My_1Mpy3=---= M3M; =
4.

Partie D : Calculs de longueurs d’arcs
Les arcs successifs MoMy, My Ms, MoMs, ..., M,_1M,, ... forment la spirale.
On note L, la longueur du trajet de My & M,

0 m
1. (a) Montrer que L = 5 car c’est le quart du cercle de centre O et de rayon 1, Ly = 3— car il

. . . . s
faut ajouter a Ly la moitié du cercle de centre A et de rayon 2 i.e Ly = L1+ 71 = — + 7.
Comme chaque nouvel arc de cercle voit son rayon augmenté de 1 par rapport au précédent il

. N T 0
faut ajouter a L, n§ d’ou :

L,=2 498

s T T Y
_ 4= ... = (14+2+...
n=73 2+32+ + —|—n2 2( +24+---4n)

2
(by Ona2S=1+2+--+n+142+---+n=14+n)+2+n—-1)+B+n—-2)+---+(n—
1
243)+(n—142)+(n+1)=n(n+1) doncS:%pnis[m:g(l—l—2+---+n):
T nn+1) mn(n+1)
2 2 4
2. On cherche M, sur la spirale tel que la longueur L,, = 9 x 27 = 187, donc tel que :

m™(n + 1)

1 =18t <= mmn+1)=T2r<=nn+1)="72<=n>+n-72=0
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On cherche donc les entiers solutions de 1'équation de degré 2 : n? +n —72 =0
A=b"—dac=1+4x 72 =289

1V 1417 x2:¥:_9Laseule

, on trouve donc deux solutions z; =

2
solution possible est n = 8, donc Mg est un tel point sur cette spirale



