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Chapitre 7 Fonctions de référence

[ COURS : FONCTIONS DE REFERENCE )

-,

Dans tout le chapitre, on se place dans un repére (O;;; j) du plan.

1 Objectifs

Le but de ce chapitre est d’étudier en détails des fonctions dites de référence. Il sera utile dans les
années & venir de connaitre par coeur leurs propriétés ainsi que l’allure de leur courbe représentative,
afin de pouvoir étudier rapidement des fonctions plus compliquées, composées de fonctions référence

vues dans ce chapitre.

Avant d’étudier ces fonctions en détails, nous allons (re)voir la notion de parité.

Définition 1. Soit f une fonction définie sur Dy un intervalle symétrique par rapport a 0. On

dit que f est paire ssi pour tout € Dy on a f(z) = f(—x).

Exemple : Soit j la fonction définie sur R par j(x) = 22 est une fonction paire.

Propriété 1. Dans un repére orthogonal, la courbe représentative d’une fonction paire posséde

I’axe des ordonnées comme axe de symeétrie.

Définition 2. Soit f une fonction définie sur Dy un intervalle symétrique par rapport a 0. On

dit que f est impaire ssi pour tout z € Dy on a f(x) = —f(—x).

Ezemple : Soit j la fonction définie sur R par j(z) = 22 est une fonction impaire.

Remarque : Si f est une fonction impaire et que 0 € Dy, on a toujours f(—0) = —f(0), donc

£(0) = 0.

Propriété 2. Dans un repére orthogonal, la courbe représentative d’une fonction impaire posséde

Iorigine du repére comme centre de symétrie.

Ainsi, lorsque nous auront une fonction (im)paire & étudier, nous pourrons nous restreindre a “ la
moitié 7 de son ensemble de définition, et par symétrie, connaitre les propriétés de la fonction sur son

ensemble de définition entier.
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[ UNE DEMARCHE SCIENTIFIQUE POUR ETUDIER UNE FONCTION)

Pour étudier une fonction, on suivra la démarche scientifique suivante :

1. Ensemble de définition
— L’expression de la fonction contient-elle un quotient ou une racine ?
— Si oui, quelles sont les valeurs interdites ?

— L’ensemble de définition de la fonction est R privé des valeurs interdites trouvées

2. Parité :
— La fonction f est-elle définie sur un domaine symétrique par rapport a 07
— Si oui, que vaut f(—z)?
— Quelle symétrie aura la représentation graphique de f
3. Sens de variation
— Sur quel intervalle la fonction est-elle croissante ? Décroissante ?
— Dresser son tableau de variations

— A partir de ce tableau, dire si la fonction a des extrema ?

4. Représentation graphique
— Faire un tableau de valeur
— Choisir une échelle appropriée

— Tracer la courbe (lissage)
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2 Fonction carrée

2.1 Définition

Définition 3. On appelle fonction carrée la fonction définie par f(x) = z°.

2

Propriété 3. La fonction carrée ne posséde ni quotient, ni racine, elle est définie sur R.

2.2 Parité

Propriété 4. La fonction carrée est paire.

Preuve : La fonction carrée est définie sur R, domaine centré en 0.

2

Pour tout € R, on a f(—z) = (—z)? =22 =

Donc la fonction carrée est paire.

().

Conséquence : Dans un repére orthogonal, la courbe représentative de la fonction carrée est symé-

trique par rapport & I'axe des ordonnées. On peut donc se contenter de I'étudier sur RN RT = R

2.3 Sens de variation et tableau de variations

sante sur [0; 4-o00].

Propriété 5. La fonction carrée est strictement décroissante sur | — 0o; 0] et strictement crois-

Preuve : Soient a et b deux réels de [0; +00] tels que a < b. Alors

a<bsad® <V s fla) < fb)

Donc la fonction carrée est strictement croissante sur [0; 4o00].

Comme la fonction carrée est paire, elle est strictement décroissante sur | — oo : 0].

On peut alors dresser le tableau de variations de la fonction carrée :

x — 00

0

+o00

~ 7
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D’aprés le tableau de variations, la fonction carrée admet 0 comme minumum sur R, atteint en 0.

Remarque : La décroissance de la fonction carrée sur | — oco; 0] permet de retrouver le fait que

deux nombres sont négatifs sont rangés dans I’ordre inverse de leurs carrés.

2.4 Courbe représentative

Définition 4. Dans un repére orthogonal du plan, la courbe représentative de la fonction carrée

est appelée parabole de sommet l'origine du repére.

On esquisse la courbe représentative C; de la fonction carrée sur R* en s’appuyant sur un tableau

de valeurs :
1 3 5
T 2| 1]3 3
1 9 25
f(x) 1113 T

On trace le restant de la courbe par symétrie par rapport a 'axe des ordonnées.

Exercice 2.1. On considére la fonction g définie par g(x) = —z°.
1. Déterminer son ensemble de définition.
2. Etudier la parité de la fonction g.
3. Déterminer le sens de variation de g sur R™, puis sur R™.
4. Etablir le tableau de variations de la fonction g.
5

. Tracer la courbe représentative de la fonction g.

Exercice 2.2. Méme exercice que précédemment, avec la fonction h définie pas h(z) = 22 + 1 et la

.%'2

fonction k définie par k(z) = -

Exercice 2.3. Soit f la fonction définie par f(z) = (z — 1)2.
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Déterminer Dy.

Etudier la parité de la fonction f.

Déterminer le sens de variation de f sur [1;+oo[, puis sur | — oo; 1].
Etablir le tableau de variations de la fonction f.

Tracer la courbe représentative de la fonction f.

ISR ATEE o S A

Résoudre graphiquement f(z) =2, f(z) < —1 et a(x) >4

Exercice 2.4. Soit a la fonction définie par a(x) = 2% + 4z + 14.
1. Déterminer D,.
. Etudier la parité de la fonction a.
. Montrer que a(r) = (a + 2)? + 10 pour tout z € D,
. Déterminer le sens de variation de a sur [—2; 400, puis sur | — oco; —2].

2
3
4
5. Etablir le tableau de variations de la fonction a.
6. Tracer la courbe représentative de la fonction a.
7

. Résoudre graphique a(z) = 2, a(z) < 15 et a(x) > 19
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3 Fonction cube

3.1 Définition

Définition 5. On appelle fonction cube la fonction définie par f(z) = 3.

Propriété 6. La fonction cube ne posséde ni quotient, ni racine, elle est définie sur R.

3.2 Parité

Propriété 7. La fonction cube est impaire.

Preuve : La fonction cube est définie sur R, domaine centré en 0.
Pour tout € R, on a f(—z) = (—z)® = —23 = — f(x).

Donc la fonction cube est impaire.

Conséquence : Dans un repére orthogonale, la courbe représentative de la fonction cube est symé-

trique par rapport a l'origine du repére. On peut se contenter de I'étudier sur RN RT = RT

3.3 Sens de variation et tableau de variations

Propriété 8. La fonction cube est strictement croissante sur R.

Preuve : Soient a et b deux réels de [0; +o00] tels que a < b. Comme la fonction carrée est strictement

croissante sur RT, il vient @ < b < a? < b*. En multipliant membre & membre les inégalités & termes

positifs a < b et a® < b?, on obtient a® < b3. Donc la fonction cube est strictement croissante sur
[0; +o0].
Comme la fonction cube est impaire, elle est strictement croissante sur | — oo : 0] et donc sur R.

On peut alors dresser le tableau de variations de la fonction cube :

T | —o0 —+00

® /

D’apres le tableau de variations, la fonction cube n’admet pas d’extremum sur R.
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3.4 Courbe représentative

Dans un repére orthogonal du plan, on esquisse la courbe représentative Cy de la fonction cube sur

R* en s’appuyant sur un tableau de valeurs :

1

[Nel\l[ég

3

00| [N =

f(z) 1

00|23 rolee

—
ot

i

27

On trace le restant de la courbe par symétrie par rapport a l'origine du repére.

10

3

y=x

Exercice 3.1.

1. Sur votre calculatrice, tracer les courbes représentatives des fonctions fi : ¢ — x, fo : x — x2 et

f3 @ & +— 23 définies sur R.

2. En utilisant le graphique, ranger dans 'ordre croissant x, 22 et 2> pour z positif.
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4 Fonction inverse

4.1 Définition

1
Définition 6. On appelle fonction inverse la fonction définie par f(z) = —.
x

Propriété 9. La fonction inverse posséde un quotient, mais pas racine. Son quotient existe deés

que z # 0 donc elle est définie sur R*.

4.2 Parité

Propriété 10. La fonction inverse est impaire.

Preuve : La fonction inverse est définie sur R*, domaine centré en 0.

1 1
Pour tout x € R, on a f(—z) = — = —— = — f(x).
—x x
Donc la fonction inverse est impaire.

Conséquence : Dans un repére orthogonale, la courbe représentative de la fonction inverse est

symétrique par rapport a l'origine du repére. On peut se contenter de 1’étudier sur RNRT = R+

4.3 Sens de variation et tableau de variations

Propriété 11. La fonction inverse est strictement décroissante sur R*~ et strictement décrois-

sante sur R*t.

Preuve : Soient a et b deux réels de |0;+o00| tels que a < b. On sait du chapitre sur l'ordre que
1
a <b< — > —. Donc la fonction inverse est strictement décroissante sur |0; +oo].
a
Comme la fonction inverse est impaire, elle est strictement décroissante sur | — oo : 0].

On peut alors dresser le tableau de variations de la fonction inverse :

xr | —o0 0 —+00

NN

8=
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D’aprés le tableau de variations, la fonction inverse n’admet pas d’extremum sur R*.

Remarque : La décroissance de la fonction inverse sur | — 0o; 0] permet de retrouver le fait que

deux nombres strictement négatifs sont rangés dans ’ordre contraire de leurs inverses.

4.4

Courbe représentative

Définition 7. Dans un repére orthogonal, la courbe repésentative de la fonction inverse est

appelée hyperbole.

On esquisse la courbe représentative Cy de la fonction inverse sur R** en s’appuyant sur un tableau

de valeurs :

111
fl@y|4]3 215|433
On trace le restant de la courbe par symétrie par rapport a l'origine du repére.

5__
4__
3__
2__
1 .
J

1.

54

2
Exercice 4.1. Soit f la fonction définie par f(x) = ——.

T
Déterminer Dy.

. Etudier la parité de la fonction f.

2
3.
4

Déterminer le sens de variation de f sur ]|0; +o00[, puis sur | — oo; 0[.

. Tracer la courbe représentative de la fonction f.
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1
r+1

Exercice 4.2. Soit g la fonction définie par g(z) =
1. Déterminer D,.
2. Etudier la parité de la fonction g.
3. Déterminer le sens de variation de g sur | — 1; +00], puis sur | — oo; —1][.
4

. Tracer la courbe représentative de la fonction g.

10
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5 Fonction racine carrée

5.1 Définition

Définition 8. On appelle fonction racine carrée la fonction définie par f(x) = /.

Propriété 12. La fonction racine carré posséde une racine mais pas de quotient. Sa racine existe

dés que x > 0 donc elle est définie sur RT.

5.2 Parité

Propriété 13. La fonction racine carrée n’est ni paire ni impaire.

Preuve : La fonction racine carrée n’est pas définie sur un domaine centré en 0. En effet, 1 € RT
mais —1 ¢ R

La fonction racine carrée ne peut donc étre ni paire ni impaire.

5.3 Sens de variation et tableau de variations

Propriété 14. La fonction racine carrée est strictement croissante sur R*.

Preuve : Soient a et b deux réels de |0; +oo[ tels que a < b. On sait du chapitre sur 'ordre que
a < b /a < V/b. Donc la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; +o0l.

On peut alors dresser le tableau de variations de la fonction racine carrée :

x 0 +0o0

E

D’aprés le tableau de variations, la fonction racine carrée admet pour minimum 0 sur R, atteint en 0.

11
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5.4 Courbe représentative

Dans un repére orthogonal, on esquisse la courbe représentative Cy de la fonction racine carrée sur

R* en s’appuyant sur un tableau de valeurs :

T 01

2 4
fl@) o1 V2 ]V3]2]V5]V6

=i
—
o
w
>~
5
o
J

12
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6 Fonctions affines

6.1 Définition

Définition 9. Soient m et p deux réels. On appelle fonction affine toute fonction dont ’expression

algébrique est de la forme f(x) = maz + p.

Propriété 15. L’expression algébrique d’une fonction affine ne comporte ni quotient, ni racine,

son ensemble de définition est donc R.

2
Exemples : Les fonctions f:x — 32 +2,9g: 2 — —mx+ -, h:x— x et k:xz+— 3 sont affines.

3

3
Les fonctions [ : x — 322 +2et m: x — — + 2
T

Remarque : Dans la définition précédente :
— Sim =0, alors pour tout z € R, f(x) = p, et f est une fonction constante et paire

— Si p =0, alors pour tout = € R, f(x) = mz, et f est une fonction linéaire et impaire

La famille des fonctions affines contient donc celles des fonctions constantes et des fonctions linéaires.

9 .

On peut représenter la situation par un diagramme “en patate

Ensemble des Fonction
nulle

fonctions linéaires

Ensemble des
fonctions constantes

Ensemble des
fonctions affines

6.2 Représentation graphique

6.2.1 Nature géométrique de la courbe représentative d’une fonction affine

Propriété 16. La représentation graphique d’une fonction affine est une droite. Son équation

réduite est y = mx + p.
m est appelé le coefficient directeur et p I'ordonnée a l’origine.

13
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Preuve : Soit f une fonction affine définie pour tout x de R par f(z) = mz 4+ p. On note D sa
représentation graphique.

Soient A(za;ya), B(xp;yp) et C(zc;yc) trois points distincts de D. On a :
AeD e ys= f(za) ©ya=mza+p

De méme : yp = mzp +p et yo = mzc +p

— — —
Alorsona AB(xp—xa;yp—ya) < AB(xp—xa;mep+p—(mxa+p)) < AB(xp—xa;m(xp—x4)).
).

—
De méme AC(xc —xa;m(xc —x4)
Et (xp —2z4) X m(zo —x4) = (xc —xa) X m(zp — x4).

— —
Donc les vecteurs AB et AC ont leurs coordonnées proportionnelles. Ces vecteurs sont colinéaires
avec un point commun. Les trois points A, B et C sont alignés.

Lorsque 'on choisit trois points distincts de D, ils sont sur une méme droite, donc D est une droite.

Remarque : L’ordonnée a l'origine p est 'ordonnée du point d’intersection de la représentation

graphique D d’une fonction affine d’abscisse 0. En effet, en notant M ce point :
M € D d’abscisse 0 < ypr = f(0) @y =0xm+p<Syy =p

Ce n’est rien d’autre que le point d’intersection de D et ’axe des ordonnées.

6.2.2 Caractérisation d’une fonction affine

Propriété 17. Une fonction affine est déterminée par la donnée de deux antécédents distincts

et leur image.

Preuve : Lorsque 'on connait deux antécédents distincts et leur image, on connait deux points
distincts de la droite représentative de la fonction affine. On a vu au chapitre précédent comment re-
trouver son équation qui du type ¥y = mx + p, qui est unique. L’expression algébrique de la fonction est

alors du type f(z) = mx + p et est elle aussi unique.
Ezemple : Trouver la fonction affine telle que f(1) =2 et f(—2) = —1.

f est une fonction affine ce qui équivaut a dire qu’il existe deux réels m et p tels que pour tout z de R,

f(z) =mz+p. Ona:

{ f(1)=2 @{ m+p=2 @{m+p:2 @{m:
f(=2)=-1 —2m+p=—1 3m =3 p=1

La fonction affine f vérifiant f(1) =2 et f(—2) =—lest f:x—az+1

14
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Exercice 6.1. Déterminer la fonction affine f telle que f(—2) =9 et f(3) = —11.

Exercice 6.2. On sait que la fonction qui associe la température en degrés Celsius a la température
en degrés Farenheit est une fonction affine. De plus, on connait la correspondance suivante : 0° Celsius
correspond & 32° Farenheit.

Déterminer cette fonction, puis en déduire la valeur en degrés Farenheit de 22° Celsius.

Propriété 18. Une fonction f est affine si et seulement si, pour tous réels distincts a et b, le
f(b) — f(a)
a

b est constant.

rapport

Preuve :

— St f est une fonction affine alors il existe deux réels m et p tels que pour tout = de R,

f(x) = mz + p.
o IO = @) _bmtp—(@mtp) _mb—a) _
—a b—a b—a

Donc le rapport est bien constant.

. f(b) = fla)
- 51 —

f(b) — f(a)
b—a
est constant alors il existe m € R tel que :

f(bl)):i:(a):m@f(b)—f(a)zm(b—a)

En particulier, si a = 0 et b = z un réel quelconque, on a f(z) — f(0) = ma < f(xz) = max+ f(0).
On pose p = f(0), il vient que pour tout z € R on a f(z) = mzx + p.

f est bien une fonction affine.

Remarque : La propriété précédente revient a dire que f est affine si et seulement si ’accroissement

Ay de 'image est proportionnel & 'accroissement Az de I'antécédent.
) - fa) Ay

t - =7 _
On note — AL

Interprétation graphique :

e A

[
B —————— e ——

15
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Conséquence : Interprétation graphique du coefficient directeur

A
Si accroissement de la variable z est égal & 1 alors A—y =m<s Ay =m.
T

Donc l’accroissement de I'image est égal a m.

\ A
1 m =10 =0
i

9]

|

Ceci nous permet de démontrer qu’une fonction n’est pas affine.

Exemple : On donne le tableau de valeurs d’une fonction f :

T 21 0 |1
flx)y| 7 | =31

La fonction f est-elle affine ?

FO) - f(=2) _=3-T _ _ J0)-fO) _1-(=3) _,

0—(-2) 2 1-0 1
fO) = f=2) , f) = 1O)
0—(-2) 1-0

On a:

Donc . D’aprés la propriété précédente, la fonction n’est pas affine.

1
Exercice 6.3. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = —.
x

1. L’accroissement de la fonction est-il proportionnel a ’accroissement de la variable ?

2. La fonction f est-elle affine?

6.2.3 Sens de variation et tableau de variations

Propriété 19. Soit f la fonction affinie définie sur R par f(z) = mx + p.
1. Sim < 0, alors f est strictement décroissante sur R
2. Sim =0, alors f est constante sur R

3. Sim > 0, alors f est strictement croissante sur R

Preuve : Soient a et b deux réels tels que a < b. On a :
f(b) = f(a) = mb+p— (ma+p) =m(b—a)

Comme a < b, on a b —a > 0. La différence f(b) — f(a) est donc du signe de m.

16
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1. Sim <0, alors m(b—a) < 0 donc f(b) < f(a) et f est strictement décroissante sur R
2. Sim =0, alors m(b—a) =0 donc f(b) = f(a) et f est constante sur R
3. Sim <0, alors m(b—a) <0 donc f(b) > f(a) et f est strictement croissante sur R.

Tllustration graphique :

=0

m =0

=y

m=10

e N

On peut alors dresser le tableau de variations d’une fonction affine en fonction du signe de m.

m=0 =10 =0

f \ f — f /

6.3 Signe d’une fonction affine

Propriété 20. Soit f la fonction affine définie sur R par f(z) = mz 4+ p avec m # 0. Alors

f(z) s’annule en z = — P ot est du signe de m pour x > _r
m m

On résume la situation ainsi :

r |7 —— +00
a

T
axr +b Signe opposé de a 0 Signe de a
|

Preuve : Déja faite dans le chapitre sur ’ordre.

17
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6.4 Cas particulier des fonctions linéaires

Propriété 21. Toute fonction linéaire est impaire.

Preuve : Soit f une fonction linéaire du type f(x) = max.
Son domaine de définition est centré en 0.
Pour tout x € R, on a f(—z) =m x (—z) = —mz = — f(z).

Donc f est impaire.

Conséquence : La courbe représentative d’une fonction linéaire est symétrique par rapport & lori-

gine du repére. De plus, elle passe par I'origine du repére.

Propriété 22. Soit f une fonction linéaire. Les antécédents sont proportionnels aux images.

Preuve : Découle directement de la définition.

Ainsi tout tableau de valeurs d’une fonction linéaire est un tableau de proportionnalité. Le réel m

est le coefficient de proportionnalité.

18
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7 Fonction valeur absolue

7.1 Définition

Définition 10. La distance entre deux réels = et y est la distance, sur une droite graduée, entre

les points d’abscissses z et y. On la note d(z;y).

Ezemples : d(5;3) =2, d(—4;—1) = 3 et d(3; —2) = 5.

Définition 11. On appelle fonction valeur absolue la fonction qui & tout réel x associe sa distance
a 0. On note f(x) = |z|.

Ezemple : |5| =5, | —2| =2, (0] =0,
3—m=—-B—-7m)=m—3car3—m <0,

12 —-v2|=2—-Vv2car2—+v2>0.

Propriété 23. La fonction valeur absolue ne posséde ni quotient, ni racine, elle est définie sur

R.

Remarques :

— La fonction valeur absolue peut se définir explicitement ainsi :

T Siz>0
|z| = .
—x Siz <0

— La valeur absolue d’un nombre est toujours positive.

Propriété 24. Soient x et y deux réels.
L |—a] = |z

2. |z =yl r=youxr=—y

3. Va2 = |z

Preuve : Revenir a la définition avec la distance a 0 et les abscisses de points. Penser a distinguer

les cas que x = 0.
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Chapitre 7 Fonctions de référence

Propriété 25. Soient x un réel et k£ un réel positif.
L. |zl=rez=kouz=—k
2. |z|<ke -k<z<k

.|zl >k x>koux <k

Exercice 7.1. Résoudre analytiquement et géométriquement les équations suivantes :

|t —7| =3 ly+4| =6 22 -7 =8 |z — 1| =—4

Exercice 7.2. Résoudre analytiquement et géométriquement les inéquations suivantes :

lz—7/<3 ly+4 <6 22— 7| > 8

Propriété 26. Soient a et x deux réels, et k un réel positif ou nul. Les assertions suivantes sont
équivalents :

1. lx—a| =k

2. d(z;a) =k

.a—-k<z<a+k

4. z€la—k;a+ k|

7.2 Parité

Propriété 27. La fonction valeur absolue est paire.

Preuve : La fonction valeur absolue est définie sur R, domaine centré en 0.
Pour tout x € R, on a f(—z) =| — x| = |z| = f(x).

Donc la fonction valeur absolue est paire.

Conséquence : Dans un repére orthogonale, la courbe représentative de la fonction valeur absolue est

symétrique par rapport 4 1’axe des ordonnées. On peut donc se contenter de I'étudier sur RNRT = R
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Chapitre 7 Fonctions de référence

7.3 Sens de variation et tableau de variations

Propriété 28. La fonction valeur absolue est strictement décroissante sur |—oo : 0] et strictement

croissante sur [0; 4o00].

Preuve : Soient a et b deux réels de [0; +oo[ tels que a < b. Alors |a| = a et |b| = b donc
a<b<slal <|b < fla) < f(b)

Donc la fonction valeur absolue est strictement croissante sur [0; +00].
Comme la fonction valeur absolue est paire, elle est strictement décroissante sur | — oo : 0].

On peut alors dresser le tableau de variations de la fonction valeur absolue :

T | —o00 0 —+00

AN T

D’apres le tableau de variations, la fonction valeur absolue admet 0 comme minumum sur R, atteint en 0.

7.4 Courbe représentative

Sur Rt on a f(z) = |z] = x. Il s’agit donc de Pexpression d’une fonction affine. La courbe
représentative de la fonction valeur absolue sur R* est une droite.
Dans un repére orthogonal du plan, on esquisse la courbe représentative Cy de la fonction valeur

absolue sur R™ en s’appuyant sur un tableau de valeurs :

x 014
f(@)

On trace le restant de la courbe par symétrie par rapport a ’axe des ordonnées.
5 —_

y = ||

1
W
1
w
1
[\
1
—
(an)
-l
—_
[\
w
W
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Chapitre 7 Fonctions de référence

Exercice 7.3. Dresser le tableau de variations des fonctions suivantes f1 : z — |1 + 2z| et fo : & —

|2z + 3| + |x| définies sur R.

Exercice 7.4. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = |3z| — 20 —2|+2—=x
1. Etudier les variations de f

2. Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé d’unité graphique 1

c1m.
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Exercice 1.1. On considére la fonction g définie par g(x) = —z°.

1.

AN B R

FICHE D’EXERCICES )

2

Déterminer son ensemble de définition.

Etudier la parité de la fonction g.

Déterminer le sens de variation de g sur R, puis sur R™.
Etablir le tableau de variations de la fonction g.

Tracer la courbe représentative de la fonction g.

Exercice 1.2. Méme exercice que précédemment, avec la fonction h définie pas h(z) = 22 + 1 et la

.%'2

fonction k définie par k(z) = —.

2

Exercice 1.3. Soit f la fonction définie par f(z) = (z — 1)2.

1.

2
3
4.
5
6

Déterminer Dy.

. Etudier la parité de la fonction f.

. Déterminer le sens de variation de f sur [1;4o00], puis sur | — oo; 1].

Etablir le tableau de variations de la fonction f.

. Tracer la courbe représentative de la fonction f.

. Résoudre graphiquement f(x) =2, f(z) < —1 et a(z) > 4

Exercice 1.4. Soit a la fonction définie par a(z) = 22 + 4z + 14.

1.

Déterminer D,,.

. Etudier la parité de la fonction a.
. Montrer que a(z) = (a + 2)? + 10 pour tout = € D,
. Déterminer le sens de variation de a sur [—2; +o0[, puis sur | — oco; —2].

2
3
4
d.
6
7

Etablir le tableau de variations de la fonction a.

. Tracer la courbe représentative de la fonction a.

. Résoudre graphique a(z) = 2, a(z) < 15 et a(x) > 19.

Exercice 1.5.

1.

2.

Sur votre calculatrice, tracer les courbes représentatives des fonctions fi : « — z, fo : x — z2 et

f3 : @ — 3 définies sur R.

En utilisant le graphique, ranger dans I'ordre croissant z, 2 et 2% pour x positif.



Exercice 1.6. Soit f la fonction définie par f(z) = -
1. Déterminer Dy.
2. Etudier la parité de la fonction f.
3. Déterminer le sens de variation de f sur ]0; +o0[, puis sur | — oo; 0[.
4

. Tracer la courbe représentative de la fonction f.

1
x+1

Exercice 1.7. Soit g la fonction définie par g(z) =
1. Déterminer D,.
2. Etudier la parité de la fonction g.
3. Déterminer le sens de variation de g sur | — 1; +00], puis sur | — oo; —1][.
4

. Tracer la courbe représentative de la fonction g.
Exercice 1.8. Déterminer la fonction affine f telle que f(—2) =9 et f(3) = —11.

Exercice 1.9. On sait que la fonction qui associe la température en degrés Celsius a la température
en degrés Farenheit est une fonction affine. De plus, on connait la correspondance suivante : 0° Celsius
correspond & 32° Farenheit.

Déterminer cette fonction, puis en déduire la valeur en degrés Farenheit de 22° Celsius.

1
Exercice 1.10. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = —.
x

1. L’accroissement de la fonction est-il proportionnel a ’accroissement de la variable ?

2. La fonction f est-elle affine ?

Exercice 1.11. Résoudre analytiquement et géométriquement les équations suivantes :

|t —7]=3 ly+4| =6 |22 — 7| =38 lz—1|=—-4

Exercice 1.12. Résoudre analytiquement et géométriquement les inéquations suivantes :

2 -7/ <3 ly+4/ <6 22— 7| > 8

Exercice 1.13. Dresser le tableau de variations des fonctions suivantes fi : z — |1 + 2z| et fo: z +—
|22 + 3| + |x| définies sur R.

Exercice 1.14. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = [3z| — |22 — 2| +2 —x
1. Etudier les variations de f

2. Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé d’unité graphique 1

c1m.



ETUDES DE DIVERSES FONCTIONS DE REFERENCE )

On donne les définitions suivantes :

Définition 1. On appelle fonction cube la fonction définie par f(z) = z°.

3

Définition 2. On appelle fonction inverse la fonction définie par f(z) = —.
x

Définition 3. On appelle fonction racine carrée la fonction définie par f(x) = /.

Définition 4. Soient m et p deux réels. On appelle fonction affine toute fonction dont ’expression

algébrique est de la forme f(x) = mz + p.

En suivant la démarche scientifique d’étude d’une fonction donnée en début de chapitre, étudier les

fonctions suivantes :

La fonction cube
La fonctin inverse
La fonction racine carré

Les fonctions affines

Indications :

Il conviendra de s’appuyer sur ’exemple de I’étude de la fonction carrée

Pour I'étude du sens de variation des fonctions, on pourra commencer par les tracer sur la cal-
culatrice et de conjecturer les intervalles ot la fonction est monotone. Il faudra cependant tout
démontrer ensuite!! Pour cela, on utilisera les propriétés vues lors du chapitre sur ’ordre, consi-
dérées comme acquises.

On tracer toutes les courbes dans un repére orthogonal, avec une échelle appropriée.

Pour I’étude des fonctions affines, on pourra distinguer les cas m < 0, m =0 et m > 0.
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Exercice 2.1. On considére la fonction f définie par f(x) = z°.

1.

ETUDES DE DIVERSES FONCTIONS DE REFERENCE )

3

Déterminer son ensemble de définition.

. Etudier la parité de la fonction f.
. Quelle propriété géométrique pouvez-vous en déduire sur la courbe représentative de f 7
. Montrer que f est croissante sur RT. En déduire son sens de variation sur R™, puis sur R.

2
3
4
5.
6
7

Dresser le tableau de variations de la fonction f.

. La fonction f admet-elle un minimum sur R ? un maximum ? Si oui, quand sont-ils atteints ?

. Tracer la courbe représentative de la fonction f.

Exercice 2.2. On considére la fonction g définie par g(z) = —.
x

1.

Déterminer son ensemble de définition.

. Etudier la parité de la fonction g.
. Quelle propriété géométrique pouvez-vous en déduire sur la courbe représentative de g7
. Montrer que g est décroissante sur R**. En déduire son sens de variation sur R*~.

2
3
4
5.
6
7

Dresser le tableau de variations de la fonction g.

. La fonction g admet-elle un minimum sur R ? un maximum ? Si oui, quand sont-ils atteints ?

. Tracer la courbe représentative de la fonction g.

Exercice 2.3. On considére la fonction h définie par h(x) = /.

1.

Déterminer son ensemble de définition.

. Etudier la parité de la fonction h.
. Montrer que h est croissante sur RT.

2
3
4.
)
6

Dresser le tableau de variations de la fonction f.

. La fonction h admet-elle un minimum sur R ? un maximum ? Si oui, quand sont-ils atteints 7

. Tracer la courbe représentative de la fonction h.

Exercice 2.4. Soient m et p deux réels. On considére la fonction k définie par k(x) = ma + p.

1.

© ® N> ke W N

Déterminer son ensemble de définition.

Etudier la parité de la fonction k& quand m = 0.

Etudier la parité de la fonction k£ quand p =0

Etudier la parité de la fonction k quand m # 0 et p # 0.

Etudier le sens de variation de k£ sur R quand m > 0.

Etudier le sens de variation de k£ sur R quand m < 0.

Etudier le sens de variation de k sur R quand m = 0.

Dresser le tableau de variations de la fonction k& dans les trois cas précédents.

La fonction k& admet-elle un minimum sur R? un maximum ? Si oui, quand sont-ils atteints ?



[ DEVOIR SURVEILLE 7 (1H) )

Exercice 3.1. (3.5 points)

Trouver les expressions des fonctions f, g, h, u, v, w et t représentées sur les graphes ci-dessous :

| / Co / Cu Ci
I Cf
| — /
] \ /
\
\ Cu
/ \
— j \\‘~-______ \ i
_—————~§'\\ 0 Z 0 Z

[
[ / \
|

Exercice 3.2. (3 points)
Déterminer la fonction affine f telle que f(2) = —9 et f(—3) = 11.

L

Exercice 3.3. (7.5 points)
Soit f la fonction définie par f(z) = —322 + 24z — 43.
1. Déterminer Dy.
Etudier la parité de la fonction f.
Montrer que f(z) = —3(z —4)2 +5
Encadrer f(z) lorsque 5 <z < 7.
Démontrer que f est strictement décroissante sur ]4; +o00|
Trouver le sens de variation de f sur | — oo;4[

Dresser le tableau de variation de f

P N o gt W

En déduire le maximum de f.

Exercice 3.4. (6 points)

1
20 — 4
Trouver ’ensemble de définition de la fonction g

On note g la fonction définie par g(x) =

Calculer ¢g(0) et I'image de 1
Résoudre dans R I'équation g(z) = g
Encadrer x lorsque g(z) € [2; 3]

Démontrer que g est strictement décroissante sur |2; +oo[

SR

Démontrer que g est strictement décroissante sur |—oo; 2|
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DEVOIR SURVEILLE 7 (1H) )

Exercice 3.1. (8 points)

1. (a)

(b)
()

Exercice 3.2. (5 points)

8__
Quatre fonctions sont représentées ci-contre : f] } C
f, g, h et ¢ dont les courbes sont nommeées respec- \\ ‘6 \ / / g
tivement C'y, Cy, Cj, et Cj. ‘4
\ /
C ‘2
1. Donner les expressions algébriques des O
quatres fonctions représentées.
210 -8 L -6 ~-4 | -2 0 2. 14 16 .8 110
2. Résoudre graphiquement f(x) = 2. 2
/4
: /A
3. Résoudre graphiquement f(z) = g(x). ‘6
|
4. Résoudre graphiquement i(z) < 0. / —‘8 \

Par quelle expression algébrique définit-on la fonction carré?
Pourquoi son domaine de définition est-il R ?

Dresser son tableau de variations

Quelles sont les images respectives par la fonction carré des nombres —9 et 3 ?
Quels sont les antécédents éventuels par la fonction carrée des nombres 64 et —36 7
Soit k un nombre réel et fi, la fonction définie sur R par fi(z) = ka?

Expliquer, suivant les valeurs de k, la forme de la représentation graphique de fi.
Soit m un nombre réel et g,, la fonction définie sur R par g, = 22 +m

Expliquer le lien entre la représentation graphique de la fonction carré et de celle de g,,
Soit u un nombre réel et h, la fonction définie sur R par by, = (z — u)?

Expliquer le lien entre la représentation graphique de la fonction carré et celle de h,,.
Par quelle expression algébrique définit-on la fonction inverse 7

Quel est son domaine de définition ?

Dresser son tableau de variations

Exercice 3.3. (7 points)
Soit f la fonction définie par f(z) = —22 + 8x — 11.

1. Déterminer Dy.

No ot e N

Etudier la parité de la fonction f.

Montrer que f(z) = —(z —4)> +5

Démontrer que f est strictement décroissante sur ]4; +o00]
Trouver le sens de variation de f sur | — co; 4|

Dresser le tableau de variation de f

En déduire le maximum de f.



[ CORRECTION DS 7 )

Exercice 3.1. (3.5 points) On trouve :

f:z:»—>la:+2, h:x»—>l, v:a:»—>—a2;2—1, trw (z+3)° -2
T z
g:x— a3 u: T T2 UJZ:U'—’Za

Exercice 3.2. (3 points) On sait que f est affine donc de la forme f(x) = max + p.

f(2)=-9 2m+p= -9 2m+p=—9 m=—4 m = —4
4 = = =
f(=3)=11 -3m+p=11 —5m = 20 2x (—4)+p=-9 p=—1
Donc f(z) = —4x — 1.

Exercice 3.3. (7.5 points)
1. Dy = R car I'expression de f ne contient ni racine ni quotient.
2. Dy est symétrique par rapport a 0. De plus f(—z) = —3(—x)?+24x (—z) —43 = —32? — 24z — 43,

ce qui est différent de f(x) et de —f(x). Donc la fonction f n’est ni paire ni impaire.

3z —4)%+5 = —3®>—-8x+16)+5=—32%>+24r —48+5
= 32 + 24z — 43 = f(x)

S <7 & 1<r—4<3
& 1< (z—4)? <9 (car z — 2? est strictement croissante sur les positifs)
& —3>-3(x—4)7?%>-27
& 2-3x—4)2+5>-22

5. Soient a et b appartenant a ]4; +oo tels que 4 < a < b. Alors

4<a<b & 0<a—-4<b-4
& 0<(a—4)? < (b—4)? (car z — 2? strictement croissante sur les positifs)
& 0> -3(a—4)*> -3(b—4)?
& 5> -3a—4)>%+5>-3b—4)>+5
Donc f est strictement décroissante sur |4; +o00[

6. Soient a et b appartenant a | — 0o; 4| tels que 4 > a > b. Alors

4>a>b & 0>a—-4>0—-4
& 0<(a—4)? < (b—4)? (car 2 — 2° strictement décroissante sur les négatifs)
& 0> -3(a—4)%> -3(0b—4)?
& 5> -3a—4)°+5>-30b-4)2+5

Donc f est strictement croissante sur ]4; +o0[.



T |—00 4 +o0

f@) 7 ’ .

8. Le maximum de f est 5 atteint quand =z = 4.

Exercice 3.4. (6 points)

1
On note g la fonction définie par g(x) = 59 4
x_
1. On doit avoir 2z —4 # 0 < z # 2. Donc Dy = R\ {2}
1 1 1 1
2. = = t N — ==
90 =5%0-a- "1 YW= 3
3.
) 1 )
g(az)zi & 2x_4:§ethDg(donc2x—47éO)
& b2r—4)=2etx#2
& 10x—20=2et x #2
22 11 11
& x:m:5et:p7§2.DoncS:{5}
4.
1
g(x) €2;3] & 2§2 4§3etx€Dg(don02x—47éO)
T
& 1<2 4<1
2 =" %=3
1 1 9 13
—4+4<2z<-+44 - <2r < —
< 2+ < x_3+ @2_ 33_3
54 9< <13
<
4~ T 6

5. Soient a et b appartenant a |2; +o0o] tels que 2 < a < b. Alors

2<a<bsed4<2a<2b & 0<2a—4<20—4
1

1 : : .
= > car x — — est strictement décroissante sur les positifs.

2 —4 "~ 2b—4 x
Donc g est strictement croissante sur ]2; 400

6. Soient a et b appartenant a |—oo;2[ tels que 2 > a > b. Alors

2>a>b4>2a>20 & 0>2a—4>20—4
1 1

1 : : .
= < car x — — est strictement décroissante sur les négatifs.

2a —4 " 2b—4 T

Donc g est strictement croissante sur |—oo; 2|



[ CORRECTION DS7 )

Exercice 3.1.

1.

(a) La fonction carré est la fonction définie par f(z) = 22

(b) Son domaine de définition est R car on peut toujours calculer le carré d’un nombre.

()

T |—00 0 +00

z? \0/

d) f(-9)=(-92=81 et f <§) - (§> :g

(e) Les antécédents de 64 sont 8 et —8. Le nombre —36 n’a pas d’antécédent par la fonction

carré car —36 < 0.

(a) Sik > 0, la représentation graphique de fj sera une parabole tournée vers le haut. Elle sera
plus (k < 1) ou moins (k > 1) ouverte que celle représentative de la fonction carré.
Si k > 0, la représentation graphique de fi sera une parabole tournée vers le bas. Elle sera

plus (k > —1) ou moins (k < —1) ouverte que celle représentative de la fonction carré.

(b) La représentation graphique de la fonction carré est la méme que celle de g,,, mais décalée

de m graduations sur ’axe des ordonnées.

(c) La représentation graphique de la fonction carré est la méme que celle de g,,, mais décalée

de u graduations sur ’axe des abscisses.
1
(a) La fonction inverse est la fonction définie par f(z) = —
x

b) Son domaine de définition est R* car on ne peut pas diviser par 0.
p p p

T | —00 0 —+00

NN

8

Exercice 3.2.

=~ W N

2
.Ontrouve:f:xH%,g:xH(:c2—4)—|—3,h:xr—>—x2—2€ti:xr—>—0.5x—3

. On trace la droite horizontale d’équation y = 2. On trouve § = {—2;2}
. On regarde les abscisses des points d’intersection de Cy et Cy. S = {2.8}
S =] — 6; 400



Exercice 3.3.
1. Dy = R car I'expression de f ne contient ni racine ni quotient.

2. Dy est symétrique par rapport & 0. De plus f(—z) = —(—2)? + 8 x (—z) — 11 = —2? — 8z — 11,

ce qui est différent de f(x) et de —f(x). Donc la fonction f n’est ni paire ni impaire.

~(z—4)?+5 = (2 -82+16)+5=—2*+8x—16+5
= 2?48z —11= f(x)

4. Soient a et b appartenant a |4; +oo[ tels que 4 < a < b. Alors

4<a<b & 0<a—-4<b-4
& 0<(a—4)? < (b—4)? (car z — 2? strictement croissante sur les positifs)
& 0> —(a—4)2>—(b—4)>
& 5> —(a—4)2+5>—-(b—4)*+5

Donc f est strictement décroissante sur |4; +o0[

5. Soient a et b appartenant & | — co;4[ tels que 4 > a > b. Alors

4>a>b & 0>a—-4>b—-4
& 0< (a—4)? < (b—14)? (car z — 22 strictement décroissante sur les négatifs)
& 0> —(a—4)? > —(b—4)>
& 5> —(a—4)2+5>—(b—4)*+5

Donc f est strictement croissante sur |4; +00[.

T |—00 4 +oo

f@ 7 ’ .

7. Le maximum de f est 5 atteint quand = = 4.



