Chap 4 : Les Nombres Complexes

Approche Historique :

Au début du XVI®™ siécle, des mathématiciens italiens de la Renaissance travaillent sur
la résolution des équations du 3°™ degré.

En 1545, Jérome Cardan publie un livre dans lequel il propose une formule donnant une
solution de I'équation du 3°™ degré : x° = px+gq.

xzi/q—\/q2+4p3/27 +§/q+\/q2+4p3/27
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A la fin du XVI®™ siécle, le mathématicien Bombelli applique cette formule a I'équation
x’—15x =41l obtient littéralement :

x=32- 1= +32+ 11T
Cette écriture n'a a priori pas de sens puisqu'on he sait pas ce que représente le symbole
noté v-1.

Mais Bombelli va plus loin. Il remarque, en utilisant les régles usuelles de calcul que :

Q+~-1Y =2+11V=1 et 2=-1)’=2-11J/-1.

Si bien quiil obtient finalement x=2+11v-1+2-11J-1=4.
Or x=4 est bien une solution de I'équation x’ —15x=4.

Grdce a ces nombres imaginaires, Bombelli généralise la méthode de Cardan.
Mais ce nombre +—1, souvent qualifié d'impossible suscite de nombreuses polémiques.

Une question naturelle s'est alors posée : peut-on légitimement calculer avec des
symboles imaginaires comme ci-dessus. C'est ainsi qu'est née la théorie des nombres
complexes...

I. Introduction

En 1637, Descartes propose |'appellation de « nombres imaginaires », mais c'est Gauss en
1831 qui le premier les nomme les « nombres complexes ».

Euler, déclarant que la notation \/—_1 est absurde car elle conduit & une contradiction de
la définition, introduit la notation i (comme imaginaire) en 1777 et ce nombre vérifie
iP=-1.

L'ensemble des nombres complexes C apparait alors : ce sont les nombres de la forme
a+ib , avec aet b réels. Les regles de calculs dans R sont conservées.

Les nombres imaginaires prennent alors leur statut officiel de nombres, avec notamment
une représentation géométrique de chaque nombre x+iy avec x et y réels par le point

du plan de coordonnées (x;y).

Ils ont notamment servi pour formaliser la théorie de la relativité d'Einstein (1905). A
notre niveau, ils sont utiles en géométrie et pour la résolution toutes les équations.




IT. Généralités
1) Forme algébrique

Théoréme : Il existe un ensemble noté C d'éléments appelés nombres complexes tq :

e C contient R

e C est muni des mémes opérations (+ et * ) que R

o Ccontient un élément noté itq i’ =—1

e Tout nombre complexe z s'écrit de maniere unique sous la forme z=a+ib ol a et
b sont réels.

Ex : 2 + 3i. -5i . 6 sont des nombres complexes.

Définitions : Soit z=a+ib un nombre complexe, avec a et b réels.
e L'écriture a+ib est la forme algébrique de z.
o Leréel aest appelée partie réelle de z et on note a = Re(z)
e Leréel b est appelé la partie imaginaire de z et on note b = Im(z)

Ex : Si z= 2+ 3ialors 2 + 3i est I'écriture algébrique de z, Re(z) = 2 et Im(z) = 3
Faire faire les autres.

Remarque :

Lorsque Re(z) = O alors on dit que z est un imaginaire pur

Lorsque Im(z) = O, z est réel.

Tout nombre réel a s'écrit de maniére unique sous la forme a = a + Oi

Corollaire du théoréme :
Deux nombre complexes z et z' sont égaux ssi ils ont la méme partie réelle et
méme partie imaginaire.
En particulier : z = 0 ssi Re(z) = Im(z) = 0

2) Représentation géométrique

Soit (O;ii;V) un repére orthonormal direct du plan.

Définition :
A tout nombre complexe z=a+ib on associe le point M du plan de coordonnées
(a :b), appelé image de z et noté M(z) ou M(a ;b).
A tout point M du plan de coordonnées (a ;b) on associe le complexe z=a+ib
appelé affixe du point M et du vecteur OM et noté aff(M).

Ex : A z=2 - 5i correspond le point M (2 ;5) et réciproquement.

Siz=-5- 2i et M est l'image de z alors OM :( j est le vecteur image de M.

Exercice : Placer les points A, B et C d'affixes respectives 3 +i; -3i; -1 dans un repére
orthonormé direct du plan et tracer le vecteur OA .
Quelle est I'affixe des vecteurs i, v, =i, —v ?
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Remarques :

e Sia=0alors z = ib donc M est sur I'axe des ordonnées, appelé axe des
imaginaires purs.

e Sib=0adlors z est réel et M est sur I'axe des abscisses, appelé axe des réels.

e On a ainsi identifié le plan orienté muni d'un repére orthonormé direct et
I'ensemble C, ce qui justifie I'appellation plan complexe de ce type de plan.

e Cette identification permet d'affirmer que l'on ne peut pas prolonger dans C la
relation d'ordre< définie sur R, car cela reviendrait a comparer deux points du
plan ou deux vecteurs, ce qui n'‘a pas de sens.

Définition :
On appelle nombre complexe conjugué d'un nombre complexe z = a + ib le nombre
complexe a-ib. Onnote Z=a+ib=a—ib.

Remarque :
e Z=2.0ndit que z et 7 sont deux nombres complexes conjugués.
e Le point M(z) est le symétrique de M(z) par rapport & l'axe des abscisses. En
effet, un nombre complexe et son conjugué ont la méme partie réelle (abscisse)
et des parties imaginaires opposées (ordonnées).

A
) M(z)
A
> 0 .
O ! a
‘b e - B
M'(z")

e zestréelssiz=z
e zestimaginaire pur ssi 7 =—z

Exercices : D n°13-14 p 298 - n°11 a I'oral, 12 en interro et 15 a I'écrit



ITI. Opérations dans C
1) Addition et Multiplication

Définitions :
Soit z=a+ibetz'=a'+ib' deux nombres complexes.
La somme de z et z' est le nombre complexe : z+z'=(a+a')+i(b+b")

Le produit de z et z' est le nombre complexe zz'=(aa'-bb")+i(ab'+ a'b)

Propriété :
On effectue la somme et le produit dans C en appliquant les propriétés de
I'addition et de la multiplication dans R et en remplagant i’ par —1.

Exemples :
Soit z= 2 + 3i et Z' = 4 + 5i. Déterminer la forme algébrique des nombres z + 2' et zZ'.
Trouver l'opposé de z = a + ib, noté -z.

Rq : Dans C on a les mémes identités remarquables que pour les nombres réels, et la
formule du bindme vue au chapitre du dénombrement est encore valable.

Propriété :

, . , 1
Tout nombre complexe z non nul admet un inverse unique dans C noté —.

Z
Preuve : Existence
Soit z = a + ib avec a et b réels, un nombre complexe non nul.
Alors a ou b est différent de O donc a* +b*#0.0na:

1
7 (aribXa=ib)=1

(a+ib)a—ib)=a’*+b* &

(:)(a+ib)[ (a—ib)}zl(:}(a+ib)( a ;b ):1

a’+b’ a+b>  a+b’
Donc le nombre complexe z admet un inverse.

Conséquences :
e Un produit de facteurs est nul ssi I'un des facteurs est nul :
Siz=0ouz =0adalors zz' = 0.

1
Si zz' = O alors zz'x—'=O:>z=0.
Z

e On peut alors prouver l'unicité de l'inverse :
Sizz =1let zz"=1alors zz' - zz" = 0 et donc z(z' -z") = 0. D'oti Z' = Z".

1
- + Fiche n°1 + D n°25 p 299
1+

Ex : Trouver l'inverse de

Définition :
Soient z et z' deux nombres complexes avec z' non nul. Le quotient de z par z' est

Z 1
le nombre complexe —=zx—.

Z Z

+1i

Ex : Trouver I'écriture algébrique de + D n°27 p 300



Application au conjugué : Propriétée

z+z7 =2Re(z)
Pour tout complexe z de forme algébrique a+ibona: z—7 =2iIm(z)
zZ=a +b’
Pour tout nombres complexes z et z' et pour tout entier relatif nona:
N o AN
z2+7'=z+2' siz'#0| = ==
_ 2 Z
z.2'=2z2' . T\ _ (=
siz#0 (z )=(Z)

Preuve : calcul et D n°45 p 301

Exercice : fiche n°4
2) Interprétation géométrique

Pour le reste du chapitre, on munit le plan complexe du repére orthonormé direct
(0505 7).

Propriété :
Soient M et M’ les points du plan complexe d'affixes respectives z et z'. Soit S un
point du plan complexe. Le point S a pour affixe z + z' ssi OS=OM +OM .

Preuve .

Soitz=a+ibetz =a +ib’,aveca, b, d, b’ réels.

Alors z+Z' = (a+a’) +i(b+b"). Donc S étant un point du plan complexe on a:
S a pour affixe z+z' < S apour coordonnées (a+a'; b +b')

& OS a pour coordonnées (a+a'; b +b')
& OS=(a+a)i+(b+b)
& OS=ai+bv+a'li+b'v
& 0OS=0M +O0M'
Remarques :

e Soient M et M’ les points du plan complexe d'affixes respectives z et -z. O a pour
affixe z + (-z) = 0 ; donc d'aprés ce qui précéde OM +OM =00 =0 . Donc M'(z)
est le symétrique de M(z) par rapport a O.

F'y
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¥
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Propriété :
Soient M un point du plan complexe d'affixe z et k un réel non nul. Soit P un point du

plan complexe. Le point P a pour affixe kz ssi OP = kOM . P est donc l'image de M
par I'homothétie de centre O et de rapport k.

Propriété :
Soient A et B deux points du plan complexe, d'affixes z, et z, et I le milieu de [AB].

L'affixe du point L est z, = et I'affixe du vecteur AB est Z==2p—2.

ol
Preuve : Le milieu I de [AB] est le point tq OI = 5(0A+0B).

Exercices : D n°24 p 298, n° 18 en interro - n°43 et 47 p 301

IV. Résolution dans C d'une équation du second degré a coefficients
réels.

Introduction orale :

L'équation x+7=06 n'a pas de solution dans N, mais elle en a dans un ensemble plus
grand :Z (x = 1).

De méme I'équation 3x=1 n'a pas de solution dans Z, alors que dans un ensemble plus
grand, Q par exemple, il y en a une (x = 1/3). Et puis I'équation x> =2 n'a pas de solution
dans Q ; il faut chercher dans I'ensemble des nombres réels R pour en trouver.

Bref, quand une équation n'a pas de solution, une démarche naturelle (et historique)
consiste a en chercher dans un ensemble plus grand. Actuellement, I'ensemble numérique

le plus grand que nous connaissions est R . Pourtant, I'équation x’+1=0 n'a pas de
solutions dans R ...

Grdce a cet élément imaginaire i, cette équation posséde des solutions. On va méme voir
bien plus...

Faire I'exercice D n°37 p 300 ( + n°26 et fiche n°2)

Puis fiche d'activité ci-dessous.



Activité sur la résolution des équations du second degré

1) Equation du type x> =a ol a est un réel

g 2 s
e Rappeler les solutions I'équation X~ = a dans le cas ot a =0.

e On suppose que a <0. Vérifier que a = (i\/—a )2.

e En déduire que I'équation x*=a posséde deux solutions complexes que l'on
précisera.

Théoréme :
L'équation x* = a posséde deux solutions dans C :
e Sia=0,cesontlesréels:

e Sia<0,cesont les nombres complexes :

Application : Résoudre dans C les équations suivantes

3
x*=-3 Z2+Z:O 7> =cos’0—1 x+—=0



2) Equation du type ax’+bx+c=0 ol a, b et ¢ sont des
réels avec a #0

On considére le discriminant A =b* —4ac.

e Rappeler les solutions de I'équation ax® +bx+c=0 (a#0)lorsque A>0.

On rappelle que I'équation ax’ +bx+c=0 (a #0) peut s'écrire de maniére équivalente :
( b )2 .
xt—| =—
2a 4a

e On suppose que A <O0. Vérifier que A= (i«/—A)2 .

e En déduire que I'équation ci-dessus posséde deux solutions complexes que I'on
précisera.

Théoréme :
L'équation ax’ +bx+c=0 (a#0) posséde deux solutions dans C :
e Si A>0,cesontlesréels:

e Si A<O0, ce sont les complexes conjugués suivants :

A retenir : Dans C on peut foujours obtenir la factorisation suivante :
az’ +bz+c=a(z—7z)(z—2z,) ol z, etz, sont les racines du polyndme az’ + bz +c

Applications : Résoudre dans C les équations suivantes :
2722 =3z+4=0 x*=2x+2=0 228 +22-10=0 2 -Z2+z-1=0




V. Module et arguments d'un nombre complexe
1) Module
Définition :
‘ On appelle module d'un nombre complexe z = a + ib le réel positif |z|=Va’ + b .

Rq : Lorsque z = a est réel, alors le module de z est égal a la valeur absolue de a, ce qui
justifie la notation.

i, |5

Exemples : |3+2i 3424

9 b b

Propriété :
Soit z un nombre complexe et :
o Soit M(a :b) le point d'affixe z, alors OM =|z].

e Soit A—B(Zj un vecteur d'affixe z, alors AB = “TBH =z =|z, — z,|.

Preuve : (les faire chercher) Pythagore
Exercice : n°5 de la fiche
Propriété :
Pour tout nombre complexe zona:
2 — — _
|4=0 & z=0 |2 =2z |2 =[z] =[-2| =|-Z]
Preuve : calculs (a faire soi-méme)

Exercices : n°3 - 9 de la fiche

2) Arguments

Définition :
On appelle argument d'un nombre complexe z non nul toute mesure, en radians,
de l'angle orienté (;t;O—M) ol M est le point d'affixe z. On le note 0 = arg(z).

Rq : Si 6 est un argument de z, les autres arguments de z sont les angles de la forme
0+2krm (keZ).

L'unique argument de z appartenant & l'intervalle |-7;7[ est I'argument principal. On
écrit arg(z)=0 [27] (se lit « modulo 27 »)

Exemples : arg(i) ; arg(1) . arg(-i) : arg(-1) ; arg(1 + i)



Cas particuliers importants : ex6 de la fiche
ze]R@(zzO ou arg(z)=0 [72:])

z€iR <:>(z=0 ou arg(z)=§ [7‘[])

Propriété :

_(a .
Soit AB(bj un vecteur d'affixe z, alors arg(z) = arg(z, — z,) = (i; AB).

Propriété :
Pour tout nombre complexe z#0 ona:
arg(z) = —arg(z) [27r] et arg(—z) = +arg(z) [27:]

Preuve : (les faire chercher) Soient M le point d'affixe z, M' le point
d'affixe 7 et M" le point d'affixe -z. Alors :

- M’ est le symétrique de M par rapport a l'axe des réels, donc
(:00) = ~(2:08) [2n]

- M" est le symétrique de M par rapport a O, donc
(u:0M") = (w:0M )+ 7 [27].

M'(-2) 1 M)

¥
v

M''(-2) M'()

3) Forme trigonométrique

Propriété et définition :
Soient z un nombre complexe hon nul, r un réel strictement positif et 6 un réel.
Z a pour module r et pour argument 6 ssi z=r(cos6+isin6)

Cette nouvelle écriture s'appelle écriture trigonométrique de z.

La forme algébrique de z : Y b fy\ Une forme trigonométrique
. 1
z=a+ib _— | de z :
T | - ..
| I z=r(cosO+isin6)
" » L * B
avec a =rcos6 ! i
) Ol x avec r=+a’+b’ =[¢
et b=rsinf

a . b
cosf@=— et sinf@=—
r r



Exemple : Déterminer la forme algébrique du nombre complexe z de module+/5 et dont

2r
un argument est ? .

Attention : z= —3(cosz +isin Zj n'est pas une forme trigonométrique.

Propriété :
Deux nombres complexes non nuls sont égaux ssi ils ont méme module et des
arguments égaux a un multiple de 27 pres.

Preuve : Soient M et M' les points d'affixes resp z et .
Si z = 7' alors OM = OM' et (;t;OM')z(;t;OM) [27]. Dot r = r' et
0 =0'+2kr, k € 7. Réciproque évidente.

Propriété :

Pour tout nombres complexes z et z' non nuls :
o |zz|=|g|2]| et arg(zz) = argz+argz' [27]
. .1 et argl:—argz [27]
zl |z z
e Siz'20, | _l et arg~=argz'-argz [27]
2l |z z'
o Siz#0, |"|=]|" et argz" =nargz [27]

Preuve : Soient z et z' deux nombres complexes non nuls, d'écriture

trigonométrique z=r(cos@+isinf) et z'=r'(cos@'+isin@').
zz'=r(cos@+isin0).r'(cos@'+isin@')

Donc zz'=rr'[(cos@cosO'—sinBsinB') +i(cosHsin '+ sinHcos ') |
zz'=rr'[cos(6+6")+isin(6+6")]

Comme rr' > O |'écriture précédente est une forme trigonométrique du produit

zZ'. Par identification, on obtient ce que I'on veut.

Pour les modules, ufiliser |z|2:z2. Pour les arguments, on a:
1 1

arg(zx—): arg(z)+arg— [27] et argl=0. D'ol ce qu'on veut.
z z

Méme principe le 3°™ point. Récurrence pour le 4°™ point.

\/§+i]

/7 . . ’ . 1 .
Exercice : Déterminer une forme trigonométrique de 57 etde (1+ z)[ 1
+1



4) Interprétation géométrique

Propriété :
Soit A, B, C et D quatre points du plan distincts deux a deux, d'affixes
respectives z,, 7z, 2. €t z, ¢

_CD

AB

Zp —Zc

et arg(ﬂ] =(AB;CD) [2n]

i~ %4 ip — 2y

Preuve : Le module d'un quotient est le quotient des modules et comme
|z, —2.|=CD et |z, —z,|= AB, on obtient ce qu'on veut.

arg(—ZD ~Zc ] =arg(z, — zc)—arg(z, —z,) = (;‘@) N (;TB) - (E@) [275]

ip — 2y

Conséquences :

e Les points A, B, C sont alignés ssi arg % o [7] ssi 8% oot péel.
T4~ Zc T4~ 2c

e Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires ssi arg(ZD_Zc]zg [n] Ssi
Zp — 2y
"% R

Caractérisation des cercles et des médiatrices :

e Cercle C de centre Q(w) et derayonR: M(z)e C & QM :R<:>|z—w|:R

o Médiatrice A de [AB] : M(z)e A& MA=MB & |z—2z,|=|z-z,|

Exercices 7 - 8 - 10 et 11 de la fiche.



