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Chap 13 : Produit Scalaire (Premiére partie)

I.  Rappels dans le plan

Le plan est muni d'un repére orthonormal (O;i;j). Soient U et V deux vecteurs non nuls.

1) Différentes expressions

Définition :
On appelle produit scalaire de ii et V le nombre réel, noté i -v défini par :

ii - = i) x [#]| x cos(i, %)

Remarques :
e Sil'undes vecteurs est nulalors u-v=0.
e Ce produit scalaire est indépendant des représentants. On peut donc choisir des
représentants de méme origine

e Siii=0A et v =0Balors ﬁ-ﬁzm-@:OAxOBXCos(ﬁ;ﬁi),

Propriétés :
e Si U et Vv sont deux vecteurs colinéaires de méme sens, alors u-v= ||L7||><||\7||
i - = =] |}

—

e Si U etV sont deux vecteurs colinéaires de sens contraire, alors
e U et V sont orthogonaux si, et seulement si, u-v=0.
ii-ii, noté ii°, est appelé carré scalaire de ii.Ona:
i -ii = i) > ] = |l et OA =OA’.
o Définition géométrique : Si H est le projeté orthogonal de B sur (OA), alors :
ii +V=0A+0OB=0A + OH

Preuves : revenir a la définition + Pythagore dans les deux cas suivants pour la derniére.

$=-==-9 m

=y
L
¥

ou

Régles de calculs :
Soient i,V et w trois vecteurs du plan et k un réel.

2. ii-(kv)=(kii)-v=k(i-v)

1. u-v=v-u
3. (V4w =iV i 4.+ =[al +2a-7 + |7
5. (@+v) (@ -v)=u*-v* 6. fla =" =l - 2a- 5 + [}

Preuves : 1 & 2 : revenir d la définition et distinguer les cas k >0,k <0,k =0 ; 3. admis ;
4 &5 : utiliser le 3.
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Nouvelle définition :

1 - ~ I I o _ L.
i-v=[lis -l -] et aw =Sl + I -l - o).

Propriété (Définition avec des coordonnées):
Dans un repére orthonormé, si i et V ont respectivement pour coordonnées (x;y) et

(x';y"alors i -V =xx'+yy' et il|=+/x"+)".

-

Preuve : Ecrire ii = xi + yj , x'i+y' ] et appliquer les regles de calculs.

Remarque :
Dans un repére orthonormé, si A et B sont deux points du plan de coordonnées respectives

(x,;y,) et (x4;y,),alors AB = \/(xB - X, )2 + (yB -V, )2 . Faire I'analogie avec les complexes.

Exercice n°1 :
Soit ABCD un rectangle tel que AB = 4 et AD = 3.
Soient A' et C' les pr'OJeTes orthogonaux respectifs de A et C sur (BD).

— —

1. Caleuler BA «BD . En déduire cos ABD, puis une valeur approchée de ABD.

2. Calculer AC . DB . En déduire A'C'.

Exercice n°2 :
Soit ABC un Triangle rectangle et isocéle en A. Soient I et J les points tels que

AT - Lap et AT = 2 ac . K le milieu de [IC]. Démontrer que les (AK) et (JB) sont perpendiculaires.
3 3

Exemple d'applications a la géométrie : on peut montrer les résultats suivants
e Soient A et B deux points du plan et I le milieu du segment [AB], alors, pour fout point M

1AB2 (Théoreme de la médiane).
2

du plan, MA? + MB? = 2MI° +
e Soient ABC un triangle et a, b et c les longueurs respectives des cotés [BC], [AC] et [AB],

alors : a? =b?+c? -2bccosA . (cette formule porte le nom de Al Kashi).

On obtient deux autres formules par permutation circulaire des lettres.

2) Equations droites et cercles

Définition :
Un vecteur normal d'une droite est un vecteur non nul orthogonal a tout vecteur
directeur de cette droite.
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Droites :

e Soit A un point d'une droite d et 1 un vecteur normal & d. Alors d est I'ensemble des
points M tels que AM -1 =0

e Si F\(a; b) est un vecteur normal de la droite d, alors une équation de d s'écrit sous la
forme ax+by+c=0.

e Réciproquement, si a et b sont deux réels non nuls, I'équation ax+by+c=0 est

I'équation d'une droite dont le vecteur de coordonnées (a ; b) est un vecteur normal.

Cercles :
e Lecercle de centre I (a; b) et de rayon R est I'ensemble des points M(x ; y) tels que :

2 2
IM? =R?. Une équation de ce cercle est (x — a) + (y - b) =R2.

e Lecercle de diamétre [AB] est I'ensemble des points M du plan tels que : MA -MB =0.

Exercice n°3 :
Dans un repére orthonormé, on donne les points : A(l; 3), B(Z; 5) et C(—l; 4).

2. Démontrer que le triangle ABC est rectangle et isocéle en A.
3. Déterminer une équation du cercle circonscrit au triangle ABC.
4. Déterminer une équation de la médiatrice de [BC].

3) Distance d'un point @ une droite

Définition :
Soient d une droite du plan et M un point quelconque du plan. On appelle distance du
point M a la droite d la distance MH ol H est le projeté orthogonal de M sur d.

Propriété :
Soient d une droite d'équation ax+by+c=0 avec a et b deux réels non nuls et

A(xA : yA) un point du plan.

La distance du point A d la droite d est égale a ax, +by, te ‘ .

a® +b?
Preuve : elle sera faite dans I'espace succinctement. L'idée est la méme.

Exercice n°4 :

Dans un repére orthonormé, on donne la droite d d'équation 3x—4y+7 =0 et le poinTA(—Z,' 1).

1. Déterminer la distance de A a la droite d.
2. Vérifier que les points B(—l,‘ 1) et C(l; 2, 5) appartiennent d la droite d.

3. Déterminer l'aire du triangle ABC et en déduire la distance h de B a la droite (AC).
Donner une valeur approchée de cette distance.
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II. Produit Scalaire dans l'espace

L'espace est muni d'un repere orthonormal (O;f;j;lg). Soient U et V deux vecteurs non nuls.
1) Définition
Définition- Propriété :

Soient A, B et C trois points de I'espace vérifiantu = AB et v = AC.
Alors il existe au moins un plan (P) contenant les trois points A, B et C.

Le produit scalaire des deux vecteurs U et V de l'espace est le produit scalaire des
deux vecteurs AB et AC, calculé dans le plan (P).

Remargue : On admet que le produit scalaire est indépendant du choix des représentants des
deux vecteurs et du choix du plan.

2) Propriétés

e Normes et angles : \:T

ii - v = ]| x |[¥]| x cos(er) ot o = BAC

o Définition géométrique :

B
Si H est le projeté orthogonal de C sur (AB), "
alors : Cs—

" Na

ii+v=AB+AC=AB + AH

Exercice n°5 :
Soit ABC un triangle équilatéral de cdté a. Sur la perpendiculaire au plan (ABC) en C, on place le
point D tel que CD = a. Soit H le projeté de A sur (BD).

_ 1 —_ —
Démontrer que BH = ZBD . Puis calculer la valeur approchée a 10" prés de I'angle DBA .

Régles de calcul : (admises)
Soient i,V et w trois vecteurs de l'espace et k un réel.

o U V=V-i o ii-(kv)=(kii)-v=k(ii V) o i-(V+w)=ii-v+ii-w

Définition :

Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si, et seulement si, u*v =0 .

Propriété (Définition avec des coordonnées) :
Dans un repére orthonormé, si i et V ont respectivement pour coordonnées (x;y;z) et

(x';¥%2") alors i -V = xx'+ yy'+ zz' et ||ii]| =[x +y* +2°.

Remarque : Avec A (Xa:ya: za) et B(Xa:ys: zg): ABz\/(xB—xA)2 +(yB—yA)2 +(ZB—ZA)2 .
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Exercice n° :
Dans le repére orthonormé (077?) on considére : A(3:1:5), B(3:5 ;1) et C(-1 .5 ;5).

Démontrer que le triangle ABC est équilatéral.

3) Orthogonalité dans I'espace

Définitions :
e Deux droites d et d' de vecteurs
directeurs 1 et vV sont orthogonales ssi

u-v=0

Théoréme-définition :
e Une droite d de vecteur directeur i et
un plan (P) de base (V;w) sont

orthogonaux ssi :

u-v=0etu-w=0

Exercice n°7 : Soit ABCDEFGH un cube. Démontrer que (AG) est orthogonale au plan (CFH).

Définition :
‘ Un vecteur directeur d'une droite orthogonale au plan (P) est appelé vecteur normal a (P).

Théoréme :
Soit A un point de l'espace et N un vecteur non nul. " T
L'ensemble des points M de l'espace tels que Y
AM *n' =0 est le plan (P) passant par A et de 1/
vecteur normal n . ’

Exemple :
Soit [AB] un segment de milieu I. L'ensemble des points M de I'espace équidistants de A et B

s'appelle le plan médiateur du segment [AB] : c'est le plan passant par I, de vecteur normal AB.

Exercice n°8 :
Soient O un point de I'espace, N un vecteur unitaire et (P) le plan passant par O orthogonal a n.

H est le projeté orthogonal d'un point M sur le plan (P). Exprimer OH alaide deOM et .

Définition :
‘ Deux plans sont orthogonaux lorsque I'un contient une droite orthogonale a l'autre.

Propriétés :
Deux plans (P) et (P'), de vecteurs normaux n et n' sont orthgonaux ssi n-n'=0

Ils sont paralléles ssi leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

Exercice n°9 :
Soit ABCDEFGH un cube. Démontrer que les plans (ABGH) et (CFH) sont perpendiculaires.
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III. Géométrie analytique

L'espace est muni d'un repere orthonormal (O;i;j;k). Soient U et V deux vecteurs non nuls.

1) Equation cartésienne d'un plan

Propriéteé :
e Dans un repére orthonormé, tout plan admet une équation de la forme
ax+by+cz+d=0, ol a, b, c sont des réels non tous nuls. Le vecteur ii(a;b;c;d) est

un vecteur normal a ce plan.

e Réciproguement : soient a, b, ¢, d quatre réels tels que a, b, ¢ ne sont pas tous nuls. Dans
un repére orthonormé, |'ensemble des points M(x .y ;z) de l'espace vérifiant
ax+by+cz+d =0 est un plan de vecteur normal ﬁ(a;b;c;d).

Preuve :
Soit A(x,;y,;2,) unpoint d'un plan (P) et fz(a;b;c) un vecteur normal @ (P) (non nul).
M e(P)@m-ﬁ =0 alx—x)+b(y—-y,)+c(z=z,)=0=ax+by+cz+d=0 en
posant d =—(ax, +by, +cz,).
Réciproque : Soient a, b, ¢, d quatre réels tels que a, b, ¢ ne sont pas tous nuls.
L'ensemble (E) des points M(x ;y ;z) de l'espace vérifiant ax+by+cz+d =0 n'est pas
vide (il contient par exemple le point (0;0;—1) ).

c

Soit alors A(x,;y,;2,) un point de (E). Si M # A appartient a (E), alors :
AM -ii = a(x=x)+b(y-y,)+c(z—z,)=ax+by+cz—(ax,+by, +cz,)=—d+d=0.
Donc M appartient au plan contenant A et de vecteur normal 7i(a;b;c).

Cas particuliers :
e Le plan (Oxy) a pour équation z= 0, (Oxz) :y =0 et (Oyz) : x=0
e Le plan passant par les points A(a;0;0), B(0;0;0) et C(0;0;c) (lorsque a, b, ¢ ne sont

;oo XY 2
pas nuls) a pour équation —+=+—=1.
a b c

En effet il s'agit bien d’'une équation de plan contenant les points A, B et C et comme
ceux-ci ne sont pas alignés, ce plan correspond bien au plan (ABC).

Exercice n°10 :

L'espace est muni d'un repére orthonormé (O,‘ i, J, k). Donner une équation cartésienne du plan

(P) passant par le point A(=2:1; 3) et orthogonal & (BC) avec B(1; -2;2) et C(4;1;-1).

Définition :
L'ensemble des point M(x .y ;z) qui vérifie ax+by+cz+d =0 est un demi-espace,
délimité par le plan (P) d'équation ax+by+cz+d =0, frontiere comprise. L'autre demi-

espace de méme frontiére (P), frontiére comprise est 'ensemble des points M(x ;y ;z) qui
vérifient ax+by+cz+d<0.
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Exercice n°13 :

Dans un repére orthonormé (o;?l ] R) de I'espace, on donne : A(l; 1; 1) et B(3; -1;- 3).

1. Déterminer une équation du plan médiateur du segment [AB].
2. Déterminer l'inéquation du demi-espace de frontiere le plan médiateur de [AB] et contenant
le point B, frontiere comprise.

Proprié

2té-définition :

2) Distance d'un point @ un plan

Soit H est le projeté orthogonal d'un point E

A(x,;y,:2,) surunplan (P). ‘ : ;

La distance d'un point A au plan (P) est la "

distance AH. /
, - |AB 1

e Si (P) estle plan passant par B et de vecteur normal n alors: AH = Hﬁ‘ .

|axA +by, +cz, +d|

e Si (P) estleplan d'équation ax+by+cz+d =0 alors: AH =
\/a2 +b*+c*

Preuve : E-ﬁ:m‘ﬁziAHX”ﬁ”,donc ‘A—B-ﬁ‘:AHX”ﬁ”

On a ”ﬁ” = “az +b2 + C2 et AB-ii =a(x, —x,)+b(y, —y,)+c(zs—z,)=—d—ax, —by, —cz,
car B € (P) donc vérifie I'équation du plan.

Exercice n°11 : Calculer la distance de A(5;2; - 3) au plan (P) d'équation: x+4y+8z+2=0.

3) Sphere dans un repére orthonormé

Définition :

La sphére de centre I (a; b; c) et de rayon R est I'ensemble des points M(x ; y; z) de

I'espace fels que : IM? =R?.

Propriétés :

Une équation de la sphere de centre I (a; b ; c) et de rayon R est :
(x—a)2 +(y—b)2 +(z—c)2 =R%.
La sphére de diamétre [AB] est I'ensemble des points M (x;y;z) de l'espace tels que :

MA - MB = 0.

Preuve : Il suffit de remplacer IM? par son expression avec les coordonnées.
Soit I le mileu de [AB] (et donc le centre de la sphére). Alors :

m-ﬁéz(fﬁﬁﬁ)-(ﬂiﬁé):mz+A717-i§+72-f47+72-7§=M12—1A2=M12—R2
Onendéduit MeS < MI=R < MA-MB=0
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Exercice n°12 : Soit (O,‘ i, 3 T() un repere orthonormé de I'espace.
1. Démontrer que l'ensemble des points M (x;y;z) dont les coordonnées vérifient I'équation

x? +y? +2° —=2x + 4y +2=0 est une sphére, dont on déterminera le centre I et le rayon.
2. Leplan (P) d'équation X —2y +2z+1= 0 est-il sécant a cette sphére ?

4) Hauteurs d'un tétraédre

Définition :
On appelle hauteur d'un tétraédre, toute droite passant par un sommet et orthogonale
au plan de la face opposé.

Propriété :
1
Le volume d'un tétraédre ABCD de hauteur issue [AH | est V = EAH XS ol Hestle

pied de la hauteur issue de A et S est |'aire de la face (BCD).

Preuve : on pourrait utiliser les intégrales, par exemple.
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