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Chapitre 13 : Droites et Plans (Deuxieme partie)

Les résultats établis ici sont valables aussi bien en géométrie plane qu'en géométrie dans l'espace. Ainsi nous

ne préciserons pas si les points considérés appartiennent au plan ou a l'espace (sauf lorsque I'on parlera de
coordonnées).

I. Barycentre de n points pondérés
1) Définition

Théoréme-Définition :

n
un systéme de points pondérés de masse totale m = Z(xi .
i=1

Soit (Al.,ai)

1<i<n

Si m#0 alors il existe un unique point G tel que ZOCiG—A =0. Ce point G est appelé

i=1

barycentre du systéme (Al.,Ocl.)I cicn
Preuve : (faite en 1)
D'aprés la relation de Chasles

Y 0,GA = Za(GA+AA) ZaGA+ZaAA GAY o, +ii = mGA +ii

i=1 i=1 i=1

D'otl I'équivalence : ZOC GA, = 0 A G=

1
— (puisque m #0)
i=1 m

1
Posons Vv = —1u . Ainsi 205 GA = 0o A G =V. Or nous savons qu'étant donné un point
m i=1

A, et un vecteur V (entierement déterminé par le systeme (Al.,oc.)

t/1<i<n

), il existe un

unique point G tel que AG =V .

Donc il existe un unique point G tel que ZOCiG—A =0.

i=1

Cas particulier : Si o, =, =...«x,, le point G est appelé isobarycentre du systéme (Al.,Oc.)

t/1<i<n”

2) Réduction de la somme et applications

Réduction de somme :

Soit M un point quelconque et G le barycentre du systeme (Al.,Ocl.)]SiSn (m= ial_ #0)

i=1

Alors, on montre en introduisant le point G dans le membre de gauche que Zai MA, = mMG
i=1
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Application géométrique : détermination de lieux géométriques
L'introduction de barycentre(s) bien choisi(s) dans une égalité vectorielle permet de faire des
réduction de somme et d'ainsi déterminer des lieux géométriques.

Exemples : Soit A, B et C des points de |'espace.
E= {M tels que ||2MZ—M§+M6|| - "E"} est la sphére de centre G, barycentre de (A ; 2), (B ; -1)

et (C: 1), et de rayon %AB-
F= {M tels que ||2m — MB + FC” = ||m +2MB - VCH} est le plan médiateur du segment [GG'] ot

G' est le barycentre des points (A ; 1), (B; 2) et (C; -1).

Application : Coordonnées
On note (x,.;y,.;zi) les coordonnées du point A, pour tout i tel que 1<i<n.Notons également

, . — 1 & — .
(xG;yG;zG) les coordonnées de G. En prenant O pour point M, on a OGZ_ZaiOAi' Ceci
m -
1 ia
X, =— X
G m P Vi . ) )
donne : | (la troisieme coordonnée étant nulle dans le plan (xOy))
= — oy,
Yo m; i
1 ia
g =— Z;
G m P i~

Remarque : dans le plan complexe, on avait une formule analogue en terme d'affixes :

1 n
i = _zaizi
n -

II. Caractérisations barycentriques

1) Droites, demi-droites, seaments

Propriété :
e Ladroite (AB) est I'ensemble des barycentres des points A et B.
o Le segment [AB] est I'ensemble des barycentres des points A et B affectés de

coefficients de méme signe.

Preuve : Pour la droite :

Si G = bar {(A;0):(B;B)} alors on a aGA + SGE =0 < AG = ﬁﬂ/TB.
o+

Donc les vecteurs AB et AG sont colinéaires, d'oti G € (AB).

Soit M un point quelconque de (AB). Montrons qu'il s'‘agit d'un certain barycentre de A et B.

AB et AM sont colinéaires donc il existe un réel A tel que AM = AAB. Doou
(1—-A)AM +ABM =0.0r 1— A+ A #0. Donc M est le barycentre de (A;1— 1) et (B;A).
Pour le segment : Si G = bar{(A;x);(B;B)}, (supposons o #0, sinon G = B, trivial). Alors

G :bar{(A'l)'[B'g]} et AG = ﬁﬁ; Discuter la position de G suivant les signes de o et f3.
9 9 9 a
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2) Plans, parties d'un plan

Propriété :
e Leplan (ABC) est I'ensemble des barycentres des points A, B et C.
e L'intérieur d'un triangle ABC, c6tés compris, est I'ensemble des barycentres des points A,

B et C affectés de coefficients de méme signe.

Preuve : Admis (cf costantini) mais analogue a celle du IT. 1)

III. Représentations paramétriques

L'espace est muni d'un repére orthonormé (O; i3], kj.

Propriété-Définition :

La droite (D) passant par A(XA;YA;Z ) et de vecteur directeur a(a; b ;c) est

A
I'ensemble des points M (x;y;z) tels que AM =tu pour t € R, ce qui équivaut a:
x=at+x,

(S) y=bt+y, teR

z=cT+zA

Le systéeme (S) est appelé une représentation paramétrique de la droite
D(A;u) dans le repere (OT] E) et on dit que ¢ est le parameétre.

x=2t+1
Exemple : la droite dont une représentation paramétrique est (5) y=t+3 teR. est la droite
z=-4

passant par le point A(1; 3 ; -4) et de vecteur directeur 1(2;1;0).

Exercices :
1. Donner une représentation paramétrique de la droite passant par les points

A(—1;2,‘—3)e‘r B(l;—l;l)

x=t+1 x=3t+2
2. Considérons les droites : (d) Jy=2t-3 teR ef(d) y=—t-1 teR:
z=-1+2 z=t+1

Etudier l'intersection des deux droites (d) et (d"), si elle existe.

Cas des demi-droites et des segments :

Soient A et B deux points de |'espace. On note AB =1 .
o Pour caractériser la demi-droite [ AB), on limite les valeurs du paramétre t & [0;+oo]

e Pour caractériser le segment [AB] ,on limite les valeurs du parameétre ¢ a [0;1].
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IV. Systémes & Intersections

1) Intersection de deux plans

Soient deux plans (P) et (Q) d'équation respective ax+by+cz+d=0 et a'x+b'y+c'z+d'=0

Trois cas de figure :

P P=0Q
[y
o]
F et J sont sécants suivant P et 0 sont strictement P et 0 sont confondus
la droite D paralléles

P et  sont paralléles

Les éventuels points d'intersection des deux plans sont les solutions du systeme :
ax+by+cz+d=0
a'x+b'y+c'z+d'=0

Pour reconnditre le cas de figure, on étudie la colinéarité des vecteurs n(a;b;c) et n'(a';b';c')
normaux respectivement a (P) et (Q) :

e Lorsque n# kn' ,ie (a;b;c) et (a';b';c') ne sont pas proportionnels, I'intersection de (P)
et (Q) est une droite. On peut trouver sa représentation paramétrique en utilisant une
des trois coordonnées comme parameétre et en résolvant le systéme.

e Lorsque 1= kn' .ie (a;b;c) et (a';b';c') sont proportionnels, les plans sont paralléles :

- Si (a;b;c;d) et (a';b';c';d") ne sont pas proportionnels, les plans sont strictement
paralléles, I'ensemble des solutions est vide

- Si (a;b;c;d) et (a';b';c';d') sont proportionnels, les plans sont confondus,
I'ensemble des solutions est donné par une équation du plan.

Exercices :
1. Considérons les plans d'équations : (P) 12x+y-2z-2=0 et (P ) 'x+3y+7z-11=0.

a. Démontrer que les deux plans sont sécants.
b. Donner une représentation paramétrique de la droite (d), intersection de ces deux plans.

2. Dans un repeére orthonormé (O;i,j,k), les plans (P), (Q) et (R) ont respectivement pour

équations cartésiennes x+y+z+3=0,2x+2y+2z+7=0et3x-y+2=0.

a. Déterminer un vecteur normal a chaque plan.
b. Etudier l'intersection des plans (P) et (Q).
c. Etudier l'intersection des plans (P) et (R).
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2) Intersection d'une droite et d'un plan

xX=aor+x,

Soit (P) un plan d'équation ax+by+cz+d =0 et D une droite représentée par y=ft+y,, teR
T=YI+2,

Trois cas de figure :
D
1
F D
P P
]

D et P sont sécants en A D est strictement paralléle & P D est incluse dans P

D et P sont paralléles

Pour reconnditre le cas de figure, on étudie I'orthogonalité des vecteurs ri(a;b;c) normal a (P) et

u(a; fB;y) directeur de D :
Lorsque 7i-u # 0, (P) et D sont sécants en un point A. On recherche ses coordonnées en

.
résolvant |'équation suivante, d'inconnue ¢ :
a(ot +x,)+b(ft+y,)+c(yt+2,)=0
< (ax+bB+cy)+ax, +by, +cz, =0
ax, + by, +cz,
T ao+ bB+cy
En remplagant dans la représentation paramétrique de D, on trouve les coordoonnées de A.

e Lorsque 7-u =0, (P)et D sont paralléles
Si (X,3Y432,) . qui est un point de D, vérifie I'équation de (P), alors la droite est

contenue dans le plan. Leur intersection est donc D.
Sinon, D est strictement paralléle a (P). Leur intersection est donc vide.

Exercices :
1. Dans un repére orthonormé (O;i,j,k), soient le plan (P) a pour équation :

x=1
5x+y—-2z+3=0 et ladroite (d) pour représentation paramétrique : 7y =1-6t teR.
z=3-%

Etudier l'intersection de la droite (d) et du plan (P).

2. Etudier l'intersection de la droite (d) passant par A(Z; 1; —4) et de vecteur directeur

U(Z;—Z; 4) et du plan (P) d'équation: x+2y-z+2=0.
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3) Intersection deux droites

Xx=at+x

Soient D et D' deux droites de représentation paramétrique respective y=br+y,, teR e

z=ct+z
x=0ot'+tx,
y=pi'+y,, t'eR (bon réflexe : ne pas utiliser le méme parametre ¢ pour les deux droites !)
2 b

Z=yt'tz,
Quatre cas de figure :
o
D / D o D=D'
P E P P P
/ D et D' sont sécantes D et D' sont strictement D et D' sont confondues
D et D' sont non paralleles

coplanaires
D et D' sont coplanaires
Les éventuels points d'intersection de D et D' sont les solutions du systéme, d'inconnues ¢ et 7' :
at+x, = ot'+ x,

bt+y = fBt'+y,
ct+z, =yt'+z,

Exercice :
Soient les points A(1;-1;0);B(0;-1;1);C(3;-2:.0)et D(2; -3 ; 3). Etudier l'intersection des
droites (AB) et (CD).

La droite (AB) est représentée paramétriquement par :

[I:—!il
i¥y=-1 ,teR
|[z:r

La droite (CD) est représentée paramétriquement par :
[ x=-1+3
{y=-r-2,reR
|lz =3
[—r +1=~f+3
On résout le systéme : 1=l==t=-2
|Lr =3
La deuxiéme équation donne ' = -1, puis la troisiéme donne ¢ = =3.
Ces deux valeurs sont compatibles avec la premiére équation.
Nous pouvons donc affirmer deux choses :
1) Le systéme a une solution, donc les droites ont une intersection non vide, elles sont coplanaires.
2) Le systeme admet une unique solution qui est le couple (7, 1) = (—3, —1) donc les droites sont sécantes en un
point A.
En remplagant, on trouve les coordonnées du point A :

A4 -15-3)
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4) Intersection trois plans

Soient trois plans (P), (Q) et (R) d'équation respective ax+by+cz+d=0, a'x+b'y+c'z+d'=0

et a"x+b"y+c"z+d"=0.

Ils n'ont pas de point commun

Les trois plans sont paralléles
deux a deux, dont au moins deux
strictement.

®)
/(Q)
e

Plan {K) sécant & deux plans (F) et (£) strictement

paralléles

Trois plans sdcants dewux & deux suivant trois droites

strictement paralléles

Ils ont un seul point

Leur intersection est une

Leur intersection

commun droite est un plan
Trods plans sécants suivant une méme droite () Les trois plans sont
Dieux plans ({1 et (F) sécants suivant une drodte (20
confondus

elle-méme sécante & un plan (F)

Les éventuels points d'intersection des trois plans sont les solutions du systéme :

ax+by+cz+d=0
S{a'x+b'y+c'z+d'=0
a"x+b"y+c"z+d"=0

Ce systeme, d'apres le point de vue géométrique, admet soit aucune solution, soit un triplet

solution (un point), soit une infinité de triplets solutions (une droite).

Exercices :

1. Dans un repére orthonormé (O;?, . Q) le plan (P) a pour équation: 2x -y +z-7=0,le

plan (Q) a pour équation: x+2y—z—-6=0, le plan (R) a pour équation: —x+y+2z-11=0.

Etudier l'intersection de ces trois plans.
2. Méme question pour les plans (P), (Q) et (R), d'équation respective : 2x+3y—-2z-2=0, le

plan (Q) a pour équation: 4x-3y+z—4=0, le plan (R) a pour équation : 2x+12y-7z-2=0.
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