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I) Géométrie

I-1 Nombres Complexes

-
Q Proposition 1

Prrequis

Soit z un nombre complexe tel que z = a + bi ol a et b sont deux nombre réels.

On note Z, le nombre complexe défini par Z = a — bi.

Questions

1. Démontrer que, pour tous nombres complexes z et 2/, 2 x 2/ =% x 2/.

L 2. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, et tout nombre complexe z, 2™ = (z)".

@ Preuve
1.

z x z' = (a+ib)(c+id) = ac — bd + i(bc + ad) = ac + bd — i(bc + ad)

D’autre part,
Z x 2/ = (a —ib)(c — id) = ac — bd — i(bc + ad)

2. On vient de démontrer que la propriété pour n = 2
Supposons que z"~1 = (E)"_l, on a alors :

M= lxz=2n"lxz2=2)" xz=(2)"

Q Proposition 2
1. Démontrer qu’un nombre complexe z est imaginaire pur si et seulement si Z = —z.
2. Démontrer qu’un nombre complexe z est réel si et seulement si z = z.

3. Démontrer que pour tout nombre complexe z, on a 1’égalité : 2z = |z|2

: Preuve

1. et 2. Notons z = x + iy avec x et y deux réels. Ainsi :
z+Z=ax+iy+a—iy=2x=2Re(z) et z—Z=x+ iy — (x —iy) = 2iy = 2iJm(z)
On en déduit immédiatement que :
zestréel <= Qm(z) =0<=2-2Z=0<=2=7%
z est imaginaire pur <= Re(z) =0 <= 2+z2=0<—= 2= -2

2. 2Z = (x +iy)(x — iy) = 2 —izy +ivy — i’y = 2% +y* = |2)?
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e N
@ Proposition 3 :
Le plan complexe est rapporté a un repre orthonormal direct (O; e, e_2>)
Soient A, B et C trois points du plan d’affixes respectives a, b, c.
On suppose que A et B sont distincts, ainsi que A et C.
On rappelle que (e—f, /@) =arg(b—a) [27].
Montrer que (ﬁ, R) = arg (Z = a> [27].
\
@ Preuve
(35, 3¢) = (3. 21) + (1.3C) = (20.78) + (1, 70)
= —arg(b — a) + arg(c — a) = arg (b_a) [27]
—a
N

p
Q Proposition 4 :

Prérequis : On rappelle les deux résultats suivants :

i. Si z est un nombre complexe non nul, on a I’équivalence suivante :

|| = F z = r(cosf+isinf)
{argz = 0 [27] = 1r > 0

ii. Pour tous nombres rels a et b :

cos(a+b) = cosacosb—sinasind
sin(a +b) = sinacosb+sinbcosa
Soient z et 2z’ deux nombres complexes non nuls. Démontrer les relations :

|22'| = |2| || et arg(22') = arg(z) + arg(z’) [27]

.

@ Preuve

Comme un module est positif on obtient : |z2'| = |z||/|
Soit z = r(cosf + isinf) et 2’ =1'(cos @' + isinf’), alors

|22/ |2 = 22/22" = 2272 = 2227 = |2|*|2/|?

22" =rr'[(cos @ cos @ — sinfsin@’) + i(sinf cos @’ + cos O sin b))
Vous qui connaissez parfaitement vos formules d’addition (vu en premiére), vous en déduisez que
2z =z =rr'(cos(0 +0") + isin(0 + 0"))

Ainsi, nous arrivons au résultat capital : arg(zz') = arg(z) + arg(z’)[27]
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@ Proposition 5
Le plan complexe est rapporté a un repre orthonormal direct (O; e, e_2>)

Pour M # 2, on rappelle que le point M’ est I'image du point M par la rotation r de centre et d’angle
de mesure 6 si et seulement si :

oM’ = oM (1)
{ (W, W) = 02kroprs(keZ) (2)

1. Soient z, 2’ et w les affixes respectives des points M, M’ et €.
Traduire les relations (1) et (2) en termes de modules et d’arguments.

2. En déduire 'expression de 2z’ en fonction de z, 0 et w

\
@Preuve
. . : 2" — |
1. La relation (1) se traduit par |z’ — w| = |z — w| ou encore | | =1
z—w
. . Z—w
La relation (2) se traduit par : arg = 0[2~]
Z—w

!

Z—w
2. Le nombre complexe a pour module 1 et pour argument 6, on peut donc écrire, en utilisant

la forme exponentielle, que :

z—Ww

On en déduit alors que : 2’ —w = e(z —w) <= 2/ = (2 —w) + w

p
@ Proposition 6 :
On suppose connus les résultats suivants :
1. Dans le plan complexe, on donne par leurs affixes z4, zp et z¢ trois points A, B et C.
Zp — % CB Zp — 2 —
Alors |ZB—2C = 2= o arg(u) = (C’A, C@) (2m).
ZA — 2C ZA — ZC
2. Soit z un nombre complexe et soit 6 un réel :
z = e si et seulement si |2| = 1 et arg(z) = 0 + 2km, ot k est un entier relatif.

Démonstration de cours : démontrer que la rotation r» d’angle « et de centre 2 d’affixe w est la transfor-
mation du plan qui & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ tel que

2 —w=e%z— w).

.

@ Preuve

Ona: QM =QM +—

I
:1<:>|Z Cu'—l

QM |z —w|
s J
) = (QM i ) (2), par conséquent le nombre complexe z

/

z—w /

w
a pour module

De plus arg(
z—w

1 et pour argument @, on peut donc écrire, en utilisant la forme exponentielle, que :

/
zZ —w i0

zZ—Ww

On en déduit alors que : 2’ —w = e (z — w)
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I-2 Espace (Produit Scalaire et Barycentre)

r

g

é\ Proposition 7 :

1. Soit .7 la sphére de centre Q(zg; yo; 20) et de rayon r, démontrer que . admet une équation de la
forme :
(z—20)? + (y — 90)* + (z — 20)> =72
2. Déterminer 1’équation de la sphére . de diameétre [AB] avec A(0;0;1) et B(1;2;3). Préciser son
centre () et son rayon 7.

@Solutions :

1. M(z;y;2) €. <= QM? =1 <= (v —20)? + (y — y0)> + (z — 20)? = r°.

2. Le centre ) de cette sphére a pour coordonnées (0, 5; 1;2). De plus le rayon

3

r=QA=¢o,52+12+12=¢2,25=\/gza

D’ou : 9
5”:($—0,5)2+(y—1)2+(z—2)2:z

.

~

Ny

é\ Proposition 8 :

Soit A le point de coordonnées (z4;Ya; 2a) €t &2 le plan d’équation ax + by +cz+d =0 ou a, b et ¢ sont
des réels qui ne sont pas tous nuls.

1. Donner les coordonnées d’un vecteur normal 7 au plan &2.
2. O?n note H(xg;ym; zm) le projeté orthogonal de A sur &2 déterminer de deux maniéres différentes
AH -7i.®

3. Montrer finalement que :
_|aza+bya+cza+d]|

G

a. On utilisera la définition dans un premier temps, puis la formule faisant intervenir le cosinus

@Solutions :

1. 7i(a;b; c) est normal & Z.

2. Notons H(zm;ym;zm) le projeté orthogonal de . A
A sur P. n
Nous savons que le vecteur 7i(a; b; ¢) est normal & d(A, P) =7

Donc les vecteurs 77 et ﬁ sont colinéaires.
Il existe un réel ¢ tel que : 0 /
P
AH = tii

Par conséquent

AH -7 = £AH x |||
Mais encore, (notons que H € P = axy + byy + czg +d = 0)
ﬁ =aleg —24) +b(ym) —ya) + c(zm —z4) = —(axs + bya + cz4 + d)

3. Au final :
laxa +bya+cza+d|  |axa+bya +cza +d|

[I7]] Va2 + b2 + ¢

AH x ||i|]| = |axa + bya + cza +d| < AH =
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P
@ Proposition 9 :

On consideére I’espace muni d’un repére orthonormal (O; f, 3, E) Montrer I’équation cartésienne d’un plan
dont on connait un vecteur normal 7i(a;b; ¢) et un point A(zo; yo; 20) est de la forme :

ar+by+cz+d=0

g
@ Preuve

On a, pour tout point M du plan P, désiré
—
AM -11=0

Réciproquement, si M est un point de l'espace tel

que AM -7 =0, alors M € P On a donc le résultat
suivant :

Si

M(z;y;z)EP@m'ﬁZO I A/

i.e P

alx—x0)+b(y—yo0)+c(z—20) = 0 <= ax+by+cz—axg—byo—czo =0 l

En posant d = —axg—byg—czp on obtient le résultat
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IT) Analyse

I1-1 Suites

s R
é\ Proposition 10

Démontrer a laide de la définition et des deux propriétés ci-dessous que si (u,) et (v,) sont deux suites

adjacentes, alors elles sont convergentes et elles ont la méme limite.

Définition : Deux suites sont adjacentes lorsque I'une est croissante, 'autre est dcroissante et la diffrence

des deux converge vers 0.

Propriété : Si deux suites (uy) et (vy,) sont adjacentes avec (u,) croissante et (v,) décroissante alors

pour tout entier naturel n, v, > u,.

Propriété : Toute suite croissante et majorée converge ; toute suite décroissante et minorée converge.

: Preuve

On considére deux suites (u,) et (v,) adjacentes, avec (u,) croissante et (v,,) décroissante.
Montrons tout d’abord que u, < v,, pour cela notons w,, = v, — Un, ON & :

Wp+1 — Wp = ('Un—i-l - Un) - (un-l-l - un) < 0

Par conséquent (w,,) est une suite décroissante, on a donc pour tout m > n, w,, < wy,, et par passage a
la limite lorsque m — +o0o on obtient :

ngn<:>’ll,n§’0n

Et aussi :
Uuo S Un S Un S Vo

Comme (u,,) est une suite croissante majorée, elle converge vers un certain réel [.
De méme comme (v,,) est une suite décroissante minorée, elle converge vers un certain réel I’
Enfin lim (v, —u,)=0'-1=0

n—-+4oo

Par unicité de la limite on obtient : I = I’

@ Proposition 11

| Si une suite (u,) converge alors sa limite I est unique

@ Preuve

Raisonnons par I’absurde et supposons que la suite (u,) admet deux limites I; et lo telles que 11 < lo.

Notons d = s — I; Par définition, U'intervalle ouvert I; de centre [ et de rayon 5 contient tous les termes

d
de la suite a partir d’un certain rang, de méme l'intervalle ouvert I de centre I3 et de rayon — contient

tous les termes de la suite & partir d’un certain rang, par conséquent I3 N Is est un intervalle contenant
tous les termes de la suite & partir d’'un certain rang.

Or, Iy NI, = 0, ce qui est absurde

Par conséquent la suite (u,) ne peut admettre qu'une limite.
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@ Proposition 12 :
Soit (u,,) une suite définie par : u, = ¢" (avec ¢ > 0) alors :
— Si g € [0;1] la suite (uy) est convergente vers 0
— Si ¢ =1 alors la suite (u,,) est constante et donc convergente vers 1
— Si g > 1 alors la suite (uy,) est divergente (vers +00).

Pour cette démonstration nous allons utiliser le résultat suivant !

Lemme 1 : Inégalité de Bernoulli
Pour tout réel = positif et pour tout entier n, on a :

1+2)">1+nx

-

@Preuve du lemme
Notons (n) la propriété (1 + z)™ > 1 4 nx est vraie
2(0) et (1) sont évidentes
Montrons que & (n) = Z(n + 1).
On suppose donc que (1 + )" > 14 na et on souhaite montrer que : (1 + )" > 14 (n 4 1)z
On a alors, pour tout z > 0 :

(1+2)

( )" > (14 ne)(1 4 z) en multipliant membre & membre par (1 +z) >0
(14 z)"™ > 1+ nzx + 2 + na®

( )T > 1+ (n+ 1)z + na?

( P >14+(n+ 1)z puisque nz? > 0

1ot

Résumons : On a donc &(0) mais aussi, ¥n € N, #(n) = #(n + 1), par conséquent on a : pour tout
réel x positif et pour tout entier n, on a :

14+2)">1+nx

) Preuve du théoréme
—q>1
Posons z = g — 1, on a alors z > 0, et d’aprés 'inégalité de Bernoulli :

"=0Q+2z)">1+nx

Or, lim 1+ nx = +oo, par comparaison on en déduit :
n—-+4oo

lim ¢" =400
n—-+o0o

La suite (u,) diverge donc vers 400
—qe01]
Si ¢ = 0 le résultat est évident, sinon posons ¢’ = E, dans ce cas ¢’ €]1;+oo|
D’aprés le résultat précédent :
lim ¢"™ = +o00
n—-+o0o

Par passage & I'inverse nous obtenons donc :

La suite (u,) converge donc vers 0
— q =1, le résultat est alors évident.

1. un résultat servant une démonstration est usuellement appelé Lemme
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@ Proposition 13 :
Prérequis : définition d’une suite tendant vers plus Uinfini.
« une suite tend vers +0o si, pour tout réel A, tous les termes de la suite sont, & partir d’un certain rang,
supérieurs a A ».
Démontrer le théoréme suivant : une suite croissante non majorée tend vers +oo.

‘ Preuve

Soit A un réel, puisque (u,) est une suite non majorée alors il existe un certain entier, disons ng tel que :
Upy > A
Puisque (un) est croissante, alors pour tout n > ng on a :
Up > Upy > A

ainsi pour tout réel A, tous les termes de la suite sont, & partir d’'un certain rang ng, supérieurs a A ce
qui, par définition, nous permet de conclure que (u,,) tend vers oo
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II-2 Exponentielle

e N
é\ Proposition 14 :
PRE-REQUIS
Les solutions de 'équation différentielle 4/ = —\y sont les fonctions z — Ce™* oit C' est une constante

réelle. Le but de cette question est de démontrer I'existence et I'unicité de la solution z de 1’équation
différentielle (E’y) :
2 = —(A\z +1) telle que z(0) = 1.

1. Montrer que la fonction f définie sur R par :
1
fl@) =~
est solution de 2/ = —(A\z + 1).

2. Montrer que z est solution de 2z’ = —(Az + 1) est équivalent & z — f est solution de I’équation
différentielle ' = —\y.

3. En déduire I'ensemble des solutions z de I’équation différentielle 2’ = —(Az + 1).

4. En déduire Vexistence et 'unicité de la solution de (E’)) dont on donnera l’expression zg

) Preuve
1. On pour tout z € R

f(x)=0 et —()\X_Tl—i—l)zo

Par conséquent f est solution de 2’ = —(A\z + 1).

2. On a la série d’équivalence suivante :

z est solution de 2’ = —(\z + 1)

— ==z +1)
= Z—f==0z+1)—[-(\f+1)] en effet on vient de démontrer quef’ = —(\f + 1)
= (z—f) ==Xz+\f
= (z=f) ==z~ )
— z — f est solution de I’équation différentielle y' = —\y
3. D’aprés la premiére question, il existe au moins une solution & 1’équation différentielle 2’ = —(\z+1),
de plus on vient de montrer que pour z solution de cette équation différentielle, la fonction z — f est
solution de ¢y’ = —\y, équation dont on connait les solutions d’ot :

(2= f)(x) = Ce™™

ou C est une constante.
Ainsi pour tout z € Ron a:
1
=Ce M - =
() .
Si on ajoute, de plus, la condition z(0) = 1 alors :
1 1
1=C—-—-<=C=1+—
A + A

Ainsi (E’)) admet une unique solution qui est

1 1
Zo(CC) = <1 —+ X) efM + X
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@ Proposition 15
On suppose connu le résultat suivant :
La fonction x — €” est 'unique fonction ¢ dérivable sur R telle que ¢’ = ¢, et p(0) = 1.
Soit a un réel donné.
1. Montrer que la fonction f définie sur R par f(z) = e** est solution de 1’équation y’ = ay.
2. Soit g une solution de I'équation y' = ay. Soit h la fonction définie sur R par h(z) = g(z)e™*".
Montrer que h est une fonction constante. (On montrera h’ = 0)
L 3. En déduire I’ensemble des solutions de I’équation 3’ = ay.
@Preuve
1. Montrons que la fonction f définie sur R par f(z) = e** est solution de I’équation y' = ay.
On a
f'(@) = ae" = af(x)
Par conséquent f est solution de I’équation 3’ = ay.
2. Soit g une solution de 'équation 4y = ay. Soit h la fonction définie sur R par h(z) = g(z)e™*".
On a pour tout = € R,
W(@) = ¢/ (@)e — ag(a)e™* = e~ (g/(x) — ag(x)) = ¢~ x 0 =0
Par conséquent, pour tout z € R, h(z) = K avec K € R.
3. D’aprés la question précédente si g est une solution de 3’ = ay alors, pour tout € R
gx)e™ = K < g(x) = Ke*®
N

P
@ Proposition 16 :

e
L’objet de cette question est de démontrer que lim — = +4o0.
x——+oco I

On suppose connu le résultat suivant :

Vo € R e >

CCQ

1. On considére la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par g(z) = e* — =
Montrer que pour tout 2 de ]0 ; +oo[, g(x) = 0. (On étudiera la fonction g pour cela).

x

2. En déduire que lim — = +o0
x——+oco I

g

@ Preuve

1. On considére la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par g(z) = e — %
Pour tout z de |0 ; +oo[on a :
2
g'(m)—em—;zem—x>0

Ainsi la fonction g est strictement croissante et donc pour tout x de |0 ; +oof :

g(x) >g(0)=1>0=¢" > = — >

T et _«x
T 2

:L' 2 . . ’ . .
2. Comme 5 tend vers +o0o en +o0o on en déduit immédiatement par comparaison que :

x

lim — =400
rx——+oco I
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@ Proposition 17 :
1. Montrer que e” > z, pour cela étudier la fonction f définie sur R par f(z) = e” — x.
9

2. En utilisant 1’égalité précédent pour X = 5 démontrer que pour tout z € R on a
em
— 2>

x

18

xT
3. En déduire la limite de c lorsque x tend vers +oco.
x

S
/ Preuve
1. Montrons pour cela que Vz € R on a :
e >z
On considére la fonction f définie sur R par :
f@)=e —a

f est une fonction dérivable sur R et f/'(z) = e* — 1
flr)=0¢=e"=l<=e"=e <= 1=0

x —00 0 —+00
f'(z) 0 +
f
1

Par conséquent f(x) > 1 pour tout x € R i.e:
e —x>1>0=¢e">x

2. On a donc, pour tout € RT™ :

[

3. Par comparaison, comme lim — = +o00 on en déduit que :
r—r+o0 4
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II-3 Logarithme népérien

s A
é\ Proposition 18 :
Prérequis : On rappelle que pour tout a > 0 et pour tout b > 0 on a :
In(adb) = In(a) + In(b).
Utiliser le résultat précédent pour démontrer que
1 a
In (3) = —1In(b) et que In (5) = In(a) — In(b)
S
/ Preuve
On a donc :
0=Inl=1 b =1 b><1 =Inb+1 ! =1 1) In(b)
=hl=l{y)=h ;) = n{y n{y)=-In
Puis : ) )
In (%) =1In <a X 3) =1Ina+In (E) =Ina—1Inb
s A
@ Proposition 19 :
On suppose connue la propriété :
« Pour tout couple (x ; y) de nombres réels strictement positifs, on a
In(zy) = In(z) + In(y). »
En déduire que, pour tout nombre réel m strictement positif, on a
1
In (v/m) = = In(m).
L 2
@ Preuve
en appliquant la propriété & Inm = In (\/ﬁ X \/T_n), on obtient :
1
Inm=Invm+Inym=2Iny/m < ln\/EZEIHm (avec m > 0).
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( )
@ Proposition 20 :

T

Prérequis : on rappelle que : lim — = +o0.
r—+oco T
Inx
1. Démontrer que lim — =0.
r—+oo I

On pourra effectuer un changement de variable en posant X = e”

Inx
2. En déduire que pour tout entier naturel n non nul : lim — =0.
r—4+oo ™

.

@ Preuve

Inx
1. Commencons par démontrer que lim —— = 0 en utilisant le fait que

rx——+o00 I
® T
lim — =40c0<«<= lim — =0
T——400 I r—+o0 e?

Posons X =€* <= In X = z on a alors
In X
X—4o00 X

2. Omn en déduit alors pour n > 2 que

. Inz . 1 Inz
lim — = lim X
z—+oo " z—4oogn—1 T
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@ Proposition 21
On rappelle que la fonction In est définie et dérivable sur |0 ; 4oo[, positive sur [1 ; +o0[, et vérifie :
In1=0
Pour tous réels strictement positifs z et y, In(zy) =Inz +Ilny

Pour tout réel strictement positifz, [In(z)]’ = =
%
In(2) &~ 0,69 & 10~2 prés

1. On considére la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par
f(z) = vz —Inz.

(a) Etudier les variations de f et en déduire que f admet un minimum sur ]0 ; +ool.

1
(b) En déduire le signe de f puis que, pour tout 2 > 1, 0 < e < ﬁ
T T

1
(c) En déduire que lim —— =0.
r—+oo I

2. Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction f,, définie sur |0 ; +oo] par :

xrn

En utilisant la question 1., déterminer, si elle existe, la limite en +oco de la fonction f,.

1 |
On posera X = z7 et on en déduire que In X = nr
n

g

@ Preuve
1.

f(z)=+vz —Inz.

(a) La fonction est une différence de fonctions dérivables sur ]0 ; oo, elle est donc dérivable et

fl(z) = % — i = \/_290 2 qui est du signe du numérateur puisque z > 0.
flx)=0 &= Vor=2 — x=4,

fl(z) <0 < 0<x<4; f est décroissante sur cet intervalle

f/(r) >0 <= x> 4; f est croissante sur cet intervalle.

Il en résulte que f a un minimum pour z =4 et f(4) = V4 —1n42 —2In2 ~ 0, 62.

(b) Le minimum de f étant supérieur a zéro, f(x) > 0 quel que soit
x €]0; +ool.
Ve Inzx
Donc f(z) >0 <= Vz—Inzx <= Vo >lhr < > =

x
Inz T
— < i,carm>0.

x

x
vz o1 1 . - .
(¢) Comme ~— = T et que hIJIrl —= = 0, on obtient par application du théoréme des « gen-
Inz
darmes » que lim — =0.
r—+oo I
2. )
nz
fal2) = —.
Tn
n
Inz hlxnx% In .T%) In (.T%)
On peut écrire f,(z) = — = —— = T =n—v".
n Tn Tn Irn
In X
En posant X = z7, fn(x) =n—fr.
X In X
n
lim X = t iti li — =
Or Jm ~+00 et par composition, Lhm — 0

(d’aprés la question précédente) = lim f,(z) = 0.
Tr——+00
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II-4 Intégration

-
é\ Proposition 22 :
On supposera connus les résultats suivants :

Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] avec a < b.
b

e Siu>0surfa; b alors/ u(z) dz > 0.

a

b
. Pourtousréelsozetﬁ,/[ u(x) + Bu(z )]dﬂc:a/ dx—l—ﬁ/

Démontrer que si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a ; ] avec a < b et si,

pour tout x de [a ; b], f(z) < g(x) alors / f(z) da < / g(x) da.

‘ Preuve

f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] donc g — f est continue sur [a ; b] Pour tout
b

xde[a; b], f(x) < g(x) donc g(z) — f(x) > 0donc | [g(z)— f(x)]dz >0

a

/ab[g(x) @ )]dac:/b 2)dz— /f dacet/ab[g(x) f(x)]dac>Odonc/abg(ac)dx—/abf(ac)dx>

o [ i [ 1o

Q Proposition 23 :

fonctions dérivables, a dérivées continues sur un intervalle [a ; b].

Démontrer la formule d’intégration par parties en utilisant la formule de dérivation d’un produit de deux

‘ Preuve

On sait que pour tout ¢ € [a;b] on a :

(wv)'(t) = w'(H)v(t) + u(t)v'(1)

En intégrant membre & membre, sur le segment [a; b], on obtient :

b b b b
/(wﬂﬂﬁz/ﬁM@Mﬂ+u@ﬂ@ﬁszdmdﬂﬁ+/1ﬁwﬁﬂt

a

Ainsi :

ie:
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IIT) Probabilités

I1I-1 Probabilités discrétes

s 2
é\ Proposition 24 :
Prérequis : On rappelle que deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité p si et
seulement si :
p(AN B) = p(A) x p(B)

Soient A et B deux événements associés a une expérience aléatoire

1. Démontrer que p(B) =p(BN A) + p (BN A).

2. Démontrer que, si les événements A et B sont indépendants pour la probabilité p, alors les événe-

ments A et B le sont également.

@ Preuve

1. Ona B = (BNA)U(BNA),et il sagit d'une réunion disjointe, par conséquent :

g

P(B)=P(BNA)+ P(BNA)
2. Comme A et B sont indépendants alors
P(ANB)=P(A)P(B)

Par conséquent, en utilisant 1.

P(ANB)=P(B) - P(ANB) = P(B) — P(A)P(B) = P(B)(1 — P(A)) = P(B)P(A)

-

@ Proposition 25 :
n!

pl(n —p)!’

Démontrer que pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre entier naturel p telsque 1 < p < n

. . n
On rappelle que si n et p sont deur nombres entiers naturels tels que p < n alors ( ) =
p

U ()-6)+(;)
/ Preuve
oo " n—1)! n—1)! n—1)lp+mn—1)(n—
gf:li)),[pij_ﬁl) Z (p—(lgi(;)—p)! +p!(7g—112p)! - ! 1)1)];275_]))1!)( P _
p!(ﬁ*p)! : :p!(n;p)!: »

17/ 18
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I1I-2 Probabilités continues

-
Q Proposition 26 :
t
On rappelle que pour tout ¢t > 0, P(X <t) = / e ™ dz.

0
La fonction R définie sur lintervalle [0 ; +oo[ par R(t) = P(X > t) est appelée fonction de fiabilité.

1. Démontrer que pour tout ¢ > 0 on a R(t) = e M.

2. Démontrer que la variable X suit une loi de durée de vie sans vieillissement, c’est-a-dire que pour
tout réel s > 0, la probabilité conditionnelle Px~:(X >t + s) ne dépend pas du nombre ¢t > 0.

: Preuve
1. Ona,VteR :

t

t
R(t):P(X>t):1—P(X§t):1—/ deMdz =1—[—e M| =14 M-T1=e
0

2. Soit s un réel strictement positif on a :

P((X>t)ﬂ(X>t+S))_P(X>t+s)_e*>\(t+5)
P(X >1t) T OP(X>t) e

Pxst(X >t+s) =

Ainsi X suit bien une loi de durée sans vieillissement.
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