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Résumé

Les notions de continuité et de dérivabilité, et par suite d'intégration sont apparus tardivement dans I'histoire
des mathématiques (XVIIéme siécle) et ont permis de résoudre de nombreux problémes auxquels les méthodes
classiques n'offraient pas de solution générale comme le calcul de la vitesse instantanée, la recherche de trajectoire
d'un objet en mouvement, le calcul de la longueur de la trajectoire d’'une planéte, le calcul de I'aire limitée par
des courbes, .... Ce n'est qu’au siécle dernier que les mathématiciens ont travaillé avec rigueur en utilisant ces
nouveaux objets, en effet ils se sont longtemps contentés d'utiliser des définitions intuitives.

Toutes les fonctions considérées dans ce chapitre sont définies sur R ou sur une partie de R et a valeurs dans R. Les
intervalles considérées sont non vides et non réduit a un réel.

I) Préliminaires : Limites
I-1 Définition rigoureuse des limites

I-1.1 Limites en c©

Nous allons donné ici des définitions tres proche de celles rencontrés sur la convergence des suites numériques :

‘ 7 e -, -

Définition 1 :
On dit qu'une fonction f tend vers ¢ € R en +o0o si et seulement si tout intervalle I ouvert contenant ¢
contient toutes les images f(x) a partir d'un certain réel x et on note :

~

lim f(x)="¢

r——+00

“( Exemple :
lim — =0
r—+o0 I

Considérons un intervalle I ouvert du type | —¢; +¢|,
montrons que toutes les images f(x) sont dans I
a partir d'un certain réel .

1
Vr € R*, —<e<=xr>-—
x €

Ainsi, en prenant o = — on a
€

flz) el Vo > zg
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Définition 2 :

— On dit qu'une fonction f tend vers +00 en 400 si et seulement si tout intervalle I =]A; +o0o[ avec A € R
contient toutes les images f(z) a partir d'un certain réel x et on note :

lim f(z)=+4o0

r——+00

— On dit qu'une fonction f tend vers —co en +00 si et seulement si tout intervalle I =] — oo; A[ avec A € R
contient toutes les images f(x) a partir d'un certain réel xy et on note :

lim f(z)=—-o00

T — 00

lim 22 =400
xr—-+00

(=
Définition 3 : en —x
— On dit qu'une fonction f tend vers £ € R en —oo si et seulement si tout intervalle I ouvert contenant ¢

contient toutes les images f(x) pour des réels inférieurs a un certain réel z( et on note :

lim f(x)="¢

Tr——00

— On dit qu'une fonction f tend vers +co en —oo si et seulement si tout intervalle I =]A; +o0o[ avec A € R
contient toutes les images f(z) pour des réels inférieurs a un certain réel xy et on note :

lim f(z) =400

T——00

— On dit qu'une fonction f tend vers —oco en —oo si et seulement si tout intervalle I =] — co; A[ avec A € R
contient toutes les images f(x) pour des réels inférieurs a un certain réel z( et on note :

lim f(z) =—-o00

T——00
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I-1.2 Limite en a, avec a € R

g

( Définition 4 :

On dit qu’une fonction f tend vers +oco en a si et seulement pour tout intervalle I =]M; +o00[, avec M € R
il existe un intervalle ouvert O contenant a tel que f(x) € I pour tout z € O et on note :

lim f(x) = +o0

r—a

Dans ce cas on dit aussi que f admet une asymptote verticale d’équation z = a.

lllustration :
Yy
4
f(z)
M
(@)
De maniére équivalente on définit enfin les deux derniéres limites :
s 2
‘ 7 e -, -
Définition 5 :
— On dit qu'une fonction f tend vers —oco en a si et seulement pour tout intervalle I =] — oco; M|, avec
M € R il existe un intervalle ouvert O contenant a tel que f(z) € I pour tout 2 € O et on note :

r—a

lim f(z) = —oc0

— On dit qu'une fonction f tend vers £ en a si et seulement pour tout intervalle ouvert I contenant /£ il existe

un intervalle ouvert O contenant a tels que f(z) € I pour tout 2z € O et on note :

lim
z—2+t \x — 2
donc la courbe représentative de la fonction f défi-

admet une asymptote verticale

1

nie par f(z) =
T —
d'équation x = 2

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011

lim f(z) =4
r—a
L Dans ce cas on dit aussi que f admet une asymptote horizontale d'équation y = £.
'@"Exemple :
. 1
= 400 (et lim = —0),
r—2~ Xr —

j
e
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I-1.3 Asymptotes obliques

’ 7 e .-, .
Définition 6 :
La droite d'équation y = ax + b est une asymptote a la représentation graphique €5 de f en £oo si et

seulement si
lim [f(z)— (az +b)] =

z—to0

22% + 97 + 8
Exercice 1. On note f(z) = " +Yr+e
Tz+3
1
1. Démont gL
émontrer que f(z) = 2z + P

r——+00

)=
2. Calculer lim [f(x)— (22 + 3)]
3. Calculer lim [f(z)—

r——00

(2z + 3)]

4. En déduire que la droite A d’équation y = 2z + 3 est une asymptote oblique & € en oo

J
0|7
I-2 Limites usuelles
(s . - - A
4u Théoréeme 1 : Les limites a connaitre
1 1 ;
1. lim - =0 3. lim - = +oo 5. lim 2% =—o0
z—+oo T z—0t T
1
im - = — ; 2 _ _
2 My S ¢l o =00 6. lim V5 =+e0
.

I-3 Limites et opérations
I-3.1 Somme, produit, quotient

Les principaux résultats sur les calculs de limites ont été vus en classe de premiere, on se contentera ici d'énumérer
les cas d'indétermination :
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( )

LES 4 FORMES INDETERMINEES A CONNAITRE

00
«0 X oon «=» «— » « 00 — 00 »
0 00

Attention, on ne dira pas « zéro sur zéro est une forme indéterminée »mais plutét « le quotient de deux fonctions tendant vers O est une forme

L indéterminée »

Exercice 1 _:

Déterminer les limites des fonctions suivantes :
1+x
2—x
r—1
2. h:z+— L en +oo
r+1

3. k:izr—ax—+vVz2+1en +oo

en 2

l.g:x+—

I-4 Composée de deux fonctions

p
&% Théoréme 2 :
Soit f = g o u, une fonction composée de deux fonctions u et g.
a, b et ¢ désignent des réels, ou +00, ou —co.
Siona iln}tu(x) =bet lin})g(x) =/, alors :
— z—s

lim f(z)=¢

r—a

.

@ Preuve

Raisonnons dans le cas ot a = +00, b = —c0 et £ € R Soit J un intervalle ouvert qui contient /.
Comme limbg(:c) = ¢, J contient tous les réels g(x) pour x strictement inférieur a un certain zo.
xr—

De plus, comme lim wu(z) = —oo, l'intervalle ouvert | — oo; o[ contient tous les réels u(z) pour x supérieur
r——+0o0

a un certain réel xq.
Si x > x1, on a alors u(x) < xg, et donc g(u(x)) > Aie f(x) € J
Ainsi tout intervalle ouvert J qui contient ¢ contient aussi tous les réels f(x) pour z assez grand; ce qui
signifie que
lim f(z)=1¢

T——+00

Remarque : Ce théoréme reste identique si v, = f(uy).

Exercice 2 _:
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par :

2n+2 + 1

2n 41
Déterminer la limite éventuelle de f(x) lorsque x tend vers +oo et démontrer que la suite (v,,) est convergente,
préciser sa limite.

et (vy,) la suite définie sur N par v, =

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011 5/ 15
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@ Solutions :

Pour z positif, f(x) = V't avec t =
4o + 1 _ 4x

Ona lim =
z—+oo T+ 1 T
et }in}l\/{f: 2 donc :

4z +1
x+1°
= 4 (fonction rationnelle en +c0)

li =2
Jm /(@)

De plus on a v, = f(u,) avec u,, = 2".

Or, lim 2" =400 et lir}rl f(x) =2, donc

n—-+oo

lim v, =2
n—-+4oo

I-5 Théoréme de comparaison et des gendarmes

N

&% Théoréme 3 :
Soient f, u et v des fonctions définies sur un intervalle du type [a; +o0] :

— Si, pour = assez grand, on a f(x) > u(z) et si liIJlra u(z) = 400, alors lim f(z) = +o0

— 400

— Si, pour = assez grand, on a f(x) < v(x) et si lirf v(x) = —o0, alors lirf f(z) = -0

/ Preuve
— Soit J =|A; +o0[ un intervalle.
Comme hIJIrl u(z) = oo il existe un réel z( tel que u(z) € J a partir de xo.
r—T00
De méme il existe un réel z1 tel que f(z) > u(x) pour x > x4

Par conséquent pour x > max(xo;x1) f(x) € J ce qui prouve que 11111 f(z) =400

— Soit J =] — 00; A[ un intervalle.
Comme hIJIrl v(z) = —oo il existe un réel zg tel que u(x) € J a partir de xg.
r— 100

De méme il existe un réel z1 tel que f(z) > u(x) pour x > x4
Par conséquent pour x > max(zo;x1) f(z) € J ce qui prouve que hIil flz) = -0
T—T00

Remarque : Il existe des théoremes analogues pour des limites en —oo et en a € R

%Exercice 3 :
1. Soit f(z) = —x +sinx. Calculer lim f(z) (Poser v(z) = —x + 1)

Tr——+00
V14 x2

1
2. Soit g(z) = PR Calculer ilg(l)g(m) (Poser u(z) = ﬁ)

N

-
Qﬁ‘y Théoréme 4 : Théoréme des gendarmes
Soient f, u et v des fonctions définies sur un intervalle du type [a; +o0].

lim f(zx)=14¢

r——+00

Si pour z assez grand, on a u(z) < f(z) < v(x) et si liIJlra u(z) = liril v(x) = ¢, alors :

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011
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@ Preuve

Soit J un intervalle ouvert contenant . Il s'agit de démontrer que J contient tous les réels f(x) a partir d'un

certain xg.
Or, lim wu(z)= lim o(x) =/, i.e qu'il existe z¢ tel que u(z) € J a partir de zg et il existe un réel x; tel
Tr— 400 r——+00

que v(x) € J a partir de z;.
Soit 9 = max(xg;x1). Si & > x9, 'intervalle J contient u(x) et v(x), donc il contient aussi tous les réels
compris entre u(z) et v(x), en particulier il contient f(x), ainsi :

lim f(z)=1¢

r——+00

Remarque : Il existe des théoremes analogues pour des limites en —oo et en a € R

@7 Exercice 4 :

. 2+ 3si
Soit f la fonction définie sur RT par : f(z) = ZhJsnw

. Calculer lim f(x).
r——+00

IT) Continuité d’une fonction

II-1 Fonction continue en un point

‘ r . - -
Définition 7 :
Soit I un intervalle et f une fonction définie au moins sur I, a un réel de 1.
On dit que f est continue en a lorsque : lim f(z) = f(a)
Tr—a

Illustration :
ne présente pas de « saut », f est continue en tout point.
Ya
YA
A
0 ! x
|
19} I
On ne peut pas tracer € sans lever le crayon, f présente

une discontinuité en un point; on dit qu'elle est disconti-
On peut tracer la courbe de f sans lever le crayon. Elle nue en ce point.

Remarque : La condition lim f(z) = f(a) peut aussi s'écrire }1111% fla+h) = f(a)

r—a

II-2 Un contre-exemple : la fonction partie entiere

Notons F la fonction qui a un réel x associe sa partie entiére :
E(z) = le plus grand entier inférieur ou égal a
Autrement dit, E(x) est I'unique entier tel que :

E()<z< E(x)+1

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011 7/ 15


http://www.wicky-math.fr.nf

Limites et
Chapitre 3 wicky-math.fr.nf continuité

Par exemple E(7) = 3, E(—7) = 41
Ci-dessous nous avons tracé ¢k.

Cette fonction admet des discontinuités en tout entier, en effet on a :

lim E(z)=2 et lim E(z)=1

r—2t r—2~

Les limites a droite et a gauche étant différente, la fonction partie entiére n'admet pas de limite en 2, elle est donc
discontinue en 2.

II-3 Autre cas de fonction non continue

Considérons la fonction f définie sur R par :

Osiz=0 4
= 1
/(@) “siz#£0
x
La fonction f n’est pas continue en 0, en effet : 7
f(0)=0 lim f(x) =400 et lim f(z)=-00 | i i — i |
x—0 x—0— )

Autrement dit f n'admet pas de limite en 0. T

&Attention !

Il ne faut pas confondre cette fonction avec la fonction inverse qui est continue en tout point de son ensemble
de définition !

Remarque : On dit souvent qu’une fonction continue est une fonction est représentée par un trait continu (obtenu
sans relacher le crayon). Il faut rester méfiant par rapport a cette interprétation, car il existe en mathématiques des
fonctions « monstres comme :

1. On remarquera que la fonction partie entiére des mathématiciens n’est pas impaire contrairement a celle des informaticiens
qui considére que E(—7) = —3

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011 8/ 15
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f(x):{ zsizeQ

0 sinon 1

En apparence on pourrait croire que cette courbe se trace
sans lever le crayon et pourtant la fonction présente une £

infinité de discontinuité. -

IT-4 Fonction continue sur un intervalle

’ r e .-, .
Définition 8 :
Soit f une fonction définie sur un intervalle 1
La fonction f est continue sur [ si elle est continue en a, pour tout a €

"@"Exemple :

La fonction f : x —— +/x est continue sur RT. Démontrer cette propriété est assez ardu, car la définition de
la continuité et donc de celle des limites n'est pas d'un usage aisé. Nous admettrons donc la continuité de
nombreuses fonctions usuelles.

II-5 Continuité des fonctions usuelles

('(

1

>

Y Théoreme 5 : Admis
Les fonctions polynémes, la fonction racine carrée, la fonction valeur absolue, les fonction sinus et cosinus
sont continues la ou elles sont définies

/

)

g

s

-
&% Théoréme 6 : Admis

Soit f, g deux fonctions continue sur un intervalle I et A un réel. Alors :
— f + g est une fonction continue sur I

— fg est une fonction continue sur [

— A\f est une fonction continue sur I

Si de plus g est une fonction non nulle sur I, i est continue sur [

g
L Si g est continue sur un intervalle contenant f(I) alors f o g est continue sur I

g
@ Corollaire 1 :

L | Toutes fonctions rationnelles a coefficients réels est continue sur son ensemble de définition.

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011 9/ 15
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Exercice 5 :
On considére la fonction f définie sur R par :

Démontrer que f est continue sur R

II-6 Limite d’une suite et d’une fonction continue

-
N e by
&% Théoréme 7 :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Soit (uy,) une suite de réels de I qui converge vers £ € I.

Alors la suite (f(un)) converge vers f(1), autrement dit :

lim f(un)

n—-+oo

f0

/ Preuve
Comme f est continue en £, on a :

lim f(z) = f(l)

rx—+L

Considérons un intervalle ouvert J centré autour de f(l), il existe un intervalle ouvert L centré autour de ¢ tel
que f(z) € J pour tout z € L
Comme (uy,) converge vers £, a partir d'un certain rang ng on aura u,, € L et donc f(u,) € J

Exercice 1. On considére la suite (u,) définie, pour tout entier n, par :

Uug = 1
Up41 = VAUy + 5
51 Cy
UG froremimrimeimieminia e e e
U foveeimee i
UL feveee o
J
—
7 o u1l U2 U3 g5

1. (a) A l'aide de la représentation graphique ci-dessus, ol f est définie par f(x) = v/4x + 5, conjecturer le sens
de variation et la limite de (u,,)

(b) Montrer que la suite (u,,) est croissante.

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011 10/ 15
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(c) Montrer que la suite (u,,) est majorée par 5.

2. (a) En utilisant la définition d'une suite convergente, montrer que si la suite (u,,) converge vers [, alors la
suite (vy,), définie par v, = u,t1, converge également vers .

(b) Soit (u) une suite convergente vers [ définie par la donnée de son premier terme et la relation up41 =
f(uy), ou f est une fonction continue en .
Montrer que f(I) =1

3. On se propose ici d'obtenir la limite de la suite (u,,) de la premiére partie par deux méthodes différentes.
(a) Méthode 1 :Déterminer la limite de la suite (u,,) de la premiére partie en utilisant la question précédente.

(b) Méthode 2 : La représentation graphique ayant amené a conjecturer que (u,) converge vers 5, on
s'interesse a la suite de terme général v,, =5 — u,,.

i. Montrer que
4v,

Untl = T /s — 4o,

ii. En déduire, que pour tout n € N :

iii. Conclure.

II-7 Théoréme des valeurs intermédiares

%% Théoréme 8 : des valeurs intermédiares

v
Soit I un intervalle, a et b deux réels de I tels que a < b.
Soit f une fonction continue sur I, soit k un réel compris entre f(a) et f(b), alors :
il existe au moins un réel ¢ dans [a; b] tel que f(c) =k

llustration :

Cas d'une fonction non monotone : Cas d'une fonction monotone :
YA

Ky

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011 11/ 15
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@ Preuve

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a;b] et k& un nombre réel tel que f(a) < k < f(b) (le cas
f(b) <k < f(a) se traite exactement de la méme maniére).

On construit deux suites (ay,) et (by,) telles que :

—ap=aetby=>

1 1
- Si f <§(a0 +b0)> < k, on prend ayp = 5((10 + bo) et b1 = bo

sinon, on prend a1 = ag et by = 5((10 + bo).
1
— On réitére le méme processus pour construire tous les termes de la suite i.e si f <§(an + bn)) < k on prend

1
pt1 = 5(% + b,) et by+1 = by, sinon on prend an 1 = ay, €t by = 5(% +b,)

1. Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 0,

1
bn — Qp = 2_n(b0 7(10)

2. Montrer que la suite (a,,) est croissante, puis que la suite (b,,) est décroissante.
En déduire que les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes.

3. On note / la limite commune des suites (a,,) et (b,)

(a) Vérifier que, pour tout n € N,
flan) <k < f(bn)

(b) Conclure.

%Exercice 6 :
Démontrer que I'équation 2cosx = x — 1 admet un moins une solution dans R
Remarque : L'hypothese de continuité est essentielle, essayer d'appliquer le théoréeme des valeurs intermédiaires

pour la fonction partie entiere aveca =0, b=1et k = 3 !

%Application :

Toute fonction polynéme P de degré impair admet au moins une racine réelle.

) Preuve
Dans le cas ou le coefficient devant le mondme de plus haut degré est positif (I'autre cas est identique) on a :

lim P(x)=—-o00

Tr——00
donc il existe a € R~ tel que P(z) < 0, Va < a et

lim P(z) = +o0

T——+00

donc il existe b € R tel que P(x) > 0, /forallx > b
P est une fonction polyndme donc P est continue sur [a;b] avec P(a) < 0 et P(b) > 0, donc d'aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € R tel que P(¢) =0

‘ r e .-, -
Définition 9 :
| Soit f une fonction définie sur un intervalle I, on note f(I) I'ensemble de toutes les images des réels appar-
tenant a
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-\?’-Exemple :

L'image de [—1;2] par la fonction carré est |'intervalle [0; 4]

N

&% Théoreme 9 : du point fixe
Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b].
Si f(I) C I alors f admet au moins un point fixe i.e il existe = € I tel que f(x) =

@ Preuve

Considérons la fonction g définie sur I par g(z) = f(z) — =.

Montrons que 0 € g(I). On a g(a) = f(a) —a € g(I) et g(b) = f(b) — b € g(I).

Comme f(I) C I alors f(a) > a et f(b) <bieg(a)>0etg(b) <0, par conséquent d'aprés le théoreme des
valeurs intermédiares il existe ¢ € I tel que g(c) =0 < f(c) =¢

@ Corollaire 2 :

| Soit f une fonction continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.

YA

Sy

@ Preuve

Soit y1 et y2 dans f(I) tel que y1 < yo.

Il s’agit de montrer que tout réel k compris entre y; et yo est dans f(I). Soit &k un tel réel.

Comme y; et y2 sont dans f(I), il existe a et b tels que f(a) = y1 et f(b) = yo.

Comme [ est un intervalle on a [a;b] C I et f est donc continue sur [a; b], par conséquent d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires il existe ¢ € I tel que f(c) = k. Par conséquent k € f(I) et donc f(I) est un
intervalle.

N ! 7/

- Contre-Exemple :
L'image de I'intervalle [—1;2] par la fonction partie entiére est I'ensemble {—1;0;1;2} et cet ensemble n'est
pas un intervalle.

'\?"Exemple :

L'image de I'intervalle [—5;2] par la fonction carré est I'intervalle [0;25]. Le résultat précédent nous assure
qu'il s'agit bien d'un intervalle.

D.Zancanaro, Lycée J.Durand, TS/ 2010-2011 13/ 15


http://www.wicky-math.fr.nf

Limites et

Chapitre 3 wicky-math.fr.nf continuité

I1-8 Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle

&% Théoreme 10 : théoréme de la bijection
Soit f une fonction continue et strictememnt monotone sur un intervalle I. Soit a et b deux réels de I tels
que a < b.
Soit k un réel compris entre f(a) et f(b) alors :
il existe un unique ¢ dans [a; b] tel que f(c) =k

YA
fO) -

fla)|----
0

Ky

Remarque : En ajoutant I'hypothése de la monotonie, on récupére I'unicité de |'antécédent de k.

/ Preuve
— L'existence est assuré par le théoreme des valeurs intermédiaires.
— L'unicité découle donc de la stricte monotonie de la fonction f. On sait qu'il un réel ¢ dans [a;b] tel que

fle)=k.

Considérons le cas ol f est une fonction strictement croissante sur [a;b], alors pour tout < ¢ on a
f(z) < f(c) et pour tout > c on a f(x) > f(c) = k, autrement dit pour tout = # ¢ de 'intervalle [a; b
on a f(x) # f(c), par conséquent ¢ est unique.

@7 Exercice 7 _:

Démontrer que I'équation \/z = admet une unique solution réelle «; puis encadrer « entre deux entiers

T —
consécutifs

Exercice 8 :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 23 — 322, dénombrer les solutions des équations suivantes :
1. f(z)=-1
2. f(x)=-5

/" Exercice 9 :

Soit ¢ la fonction définie sur R par
g(z) = (1+2)° +2

Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution o dans I'intervalle [—1;0] 3 107! prés
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ITT) Notion de fonctions réciproques

Si f est une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I. Notons J = f(I), J est encore un
intervalle et de plus pour tout y € J il existe un unique x € I tel que

flx)=y

On peut alors définir une nouvelle fonction g de J dans I définie par g(y) = . La situation peut-étre schématisée
comme suit :

Il est alors clair que pour tout = € I, g(f(x)) = z, autrement dit go f = Idy et pour tout y € J, f(g9(y)) =y
i.e fog=1Idy.

‘ 7 e -, -

Définition 10 :
On dit que la fonction g est la fonction réciproque de la fonction f. Dans ces conditions on a aussi f est la
fonction réciproque de g.

Représentation graphique :

@7 Exercice 10 :
1

. Exhibez une fonction de référence, continue et strictement monotone sur un intervalle que vous déter-
minerez et déterminer sa fonction réciproque.

2. Exhibez une fonction de référence, continue et non monotone sur un intervalle que vous déterminerez.

3. Démontrer que dans un repére orthonormé(O; i, vecj), les courbes de f et de sa fonction réciproque g
sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice du repére
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